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本 书 以 易于 接受 的 流畅 的 语言 ,系统 地 介绍 了 和 群 论 的 基础 有限 群 和 李 
群 的 表示 论 的 一 般 原 理 、. 半 单 李 代数 的 基本 概念 和 具体 表示 、 半 单 率 群 的 局 
域 性 及 整体 性 质 ; 同 时 重点 介绍 了 置换 群 .空间 点 群 . 李 群 等 在 晶体 结构 、 晤 
f. J) = . 核 物 理 、 粒 子 物 理 及 工程 技术 中 的 应 用 。 本 书 一 般 采 用 从 现实 问题 引 
人 正题 , 附 有 大 量 的 实例 与 问题 ,而 问题 大 多 有 提示 ,便于 读者 阅读 与 自学 。 
在 介绍 应 用 中 以 方法 论 为 重点 。 本 书 力求 阐明 近代 群 论 所 蕴含 的 近代 代数 、 
拓扑 和 流 形 的 科学 内 涵 , 尽 可 能 反映 群 论 及 其 应 用 研究 的 最 新 成 果 。 本 书 是 
物理 .化 学 .生物 .应 用 数学 及 相关 工程 技术 专业 的 优秀 研究 生 教 材 , 也 是 相 
关 专 业 科 技工 作者 的 难得 的 参考 书 。 


Abstract 

This book expounds the fundamentals ,the general principle of the finite 
groups and the Lie groups, the basic Concepts and the Concrete 
Representations of Semisimple Lie Algebras. The local and glober properties 
of Semisimple Lie groups. Systematically by means of acceptable fashion „and 
outlines the applications of the permutation group. The spcace-point group 
and Lie groups for lattic structure. Quantum mechnics ,the nuclear physics, 
the elementary particles physics and The technology. The contents’ 
arranegment are from real concrete examples to the main text ,the book has 
real concrete examples and exercises, which are attached to poine out largely 
for the readers" easy understanding апа self-study to this book. In 
indruducing corresponding applications, the methodology is emphasis. The 
book exposes Scientific intrinsic quality of the modern algebras ,the topology 
and manifold containning by modern group theory deeply and expresses the 
latest researching results for group theory and its applications possibly. This 
book is an excellent, postgraduate texbook for physics,chemistry,biology. 
Applied mathematics and related project texlogy, апа is also a prominent 


reference’s book for related Natural science’ specialities. 


与 在 研究 生 用 书 ” 出 版 10 周年 


住 今天 , 面 对 科 技 的 迅速 发 展 , 知识 经 济 的 已 见 端 
侃 ,国际 竞争 也 日 趋 激烈 ,显然 ,国家 之 间 的 竞争 是 国家 
综合 实力 的 竞争 ,国家 综合 实力 的 竞争 关键 是 经 济 实力 
的 苑 争 ,而 经 济 实力 的 竞争 关键 又 在 于 科技 (特别 是 高 科 
1 ) 的 竞争 ,科技 (特别 是 高 科技 ) 的 竞争 归根 结 底 是 人 才 
(特别 是 高 层次 人 才 ) 的 竞争 ,而 人 才 (特别 是 高 层次 人 
才 ) 的 竞争 基础 又 在 于 教育 。“ 百 年 大 计 , 教 育 为 本 ;国家 
兴亡 ,人 才 为 基 .” 十 六 个 字 、 四 句 话 , 确 是 极其 深刻 的 论 
汤 。 目 前 ,国际 形势 清楚 表明 :我 们 国家 的 强大 与 民族 的 
化 来 ,主要 立足 于 自己 ,以 “自力 更 生 * 为 主 ;把 希望 寄托 
于 他 人 ,只 是 一 种 不 切实 际 的 幻想 。 这 里 ,我 们 决 不 是 要 
再 搞 “ 闭 关 锁 国 ”, 搞 “自我 封 闲 ”, 因 为 那 是 没有 出 路 的 ; 
我 们 强调 的 是 要 “自信 ,自尊 ,自立 ,自强 ”, 要 “自力 更 生 ” 
为 主 , 走 自己 发 展 的 道路 。 

显然 ,知识 经 济 最 关键 的 是 人 才 , 是 高 层次 人 才 的 培 
养 ,而 作为 高 层次 人 才 培 养 的 研究 生 教育 就 在 一 个 国家 
的 方方面面 的 工作 中 ,占有 十 分 重要 的 战略 地 位 。 可 以 
况 , 没 有 研究 生 教 育 , 就 没有 威 伟 雄壮 的 科技 局 面 ,就 没 
有 国家 的 强大 实力 ,就 没有 国家 在 国际 上 的 位 置 ,就 会 挨 
打 ,就 会 受 压 , 就 会 被 淘汰 ,还 说 什么 知识 经 济 与 国家 强 
K?! 

“ 工 欲 善 其 事 , 必 先 利 其 器 。” 教 学 用 书 是 教学 的 重要 
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实 。 所 以 ,正如 许多 专家 所 知 , 也 正 是 原来 的 人 “研究 生 肌 
书 ” 总 序 》 中 所 指出 ,研究 生 教 材 建 设 是 保证 与 提高 研究 
生 教 学 质量 的 重要 环节 ,是 一 项 具有 战略 性 的 基本 建设 。 
没有 研究 生 的 质量 ,就 没有 研究 生 教育 的 一 切 ， 

我 校 从 1978 年 招收 研究 生 以 来 , 即 着 力 从 事 于 研究 
生 教 材 与 教学 用 书 的 建设 。 积 十 多 年 建设 与 实践 的 经 验 ， 
我 校 从 1989 年 起 ,正式 分 批 出 版 “研究 生 用 书 ”。 第 一 任 
ВЭ E c Pc K КЕ 2 Sk J Z 5 Y C BH 3 tE НВ" 
序 》. 表 达 了 我 校 编写 这 套用 书 的 指导 思想 与 具体 要 求 ， 
“要 力求 "研究生 用 书 "* 具 备 科 学 性 .系统 性 .先进 性 ”。 后 
三 任 研 究 生 院 长 ,也 就 是 各 任 校长 黄 树 槐 教授 、 我 本 人 和 
周济 教授 完全 赞同 这 一 指导 思想 与 具体 要 求 ,从 多 方面 
对 这 套用 书 加 以 关心 与 支持 。 

我 是 十 分 文 持 出 版 “研究 生 用 书 ” 的 。 早 在 1988 年 我 
在 为 列 入 这 和 套 书 中 的 第 一 本 ,. 即 《机械 工 程 测试 信息， 
信号 分 析 》 写 “ 代 序 ”时 就 提出 :一 个 研究 生 应 该 博览 群 
书 , 博 采 百 家 ,思路 开阔 ,有 所 创见 。 但 这 不 等 于 他 在 一 切 
方面 均 能 如 此 ,有 所 不 为 才能 有 所 为 。 如 果 一 个 研究 生 的 
主要 兴趣 与 工作 不 在 “这 一 特定 方面 ”, 他 也 可 以 选择 一 
本 有 关 的 书 作 为 了 解 与 学 习 这 方面 专业 知识 的 参考 ;如 
来 一 个 研究 生 的 主要 兴趣 在 “这 一 特定 方面 ", 他 更 应 选 
树 一 本 有 天 的 书 作 为 主要 学 习 用 书 , 寻 更 主要 学 习 线 索 ， 
并 绿 此 展开 ,博览 群 书 。 这 就 是 我 先 成 为 研究 生 编 写 系 列 
教学 用 书 的 原因 。 

目前 ,这 套 书 自 第 一 本 于 1990 年 问世 以 来 ,已 经 渡 
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过 了 10 个 春秋 ,出 版 了 8 批 共 49 种 ,初步 形成 规模 ,逐渐 
为 更 多 该 者 所 认可 。 在 已 出 版 的 书 中 ,有 15 种 分 获 国 家 
级 、 部 省 级 图 书 奖 ,有 16 种 一 再 重印 , 久 销 不 衰 。 采 用 此 
上 仿 书 的 一 些 兄 第 院 校 教师 纷纷 来 信和 ,赞誉 此 书 为 研究 生 
培养 与 学 科 建 设 作出 了 贡献 ,解决 了 他 们 的 “燃眉之急 ”， 
我 们 感谢 这 些 先 誉 与 鼓励 ,并 将 这 些 作 为 对 我 们 的 鞭策 
БХИ, 2, Н 2?!” 

现在 , 正 是 江南 春天 ,“ 最 是 一 年 春 好 处 ”。 华 工 园 内 ， 
ТОЕ ВЕ УЕ МУН R ЕТЕ Е ААА. AA 
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中 还 有 种 种 困难 与 险阻 ,来自 国内 与 来 自 国外 的 阻挠 与 
干扰 ,有 的 还 很 严峻 ;但 是 ,潮流 是 不 可 阻挡 的 ,春意 会 越 
来 越 浓 , 国 家 发 展会 越 来 越 好 。 我 们 教师 所 编 的 、 所 著 的 、 
所 编 普 的 这 套 教 学 用 书 , 也 会 在 解决 前 进 中 的 种 种 问题 
中 继续 发 展 。 然 而 ,我 们 十 分 明白 ,这 套 书 尽管 饱含 了 我 
们 教师 的 辛勤 的 长 期 的 教学 与 科研 工作 的 劳动 结晶 , 作 
为 教学 用 书 百 花园 中 的 一 从 鲜花 正在 怒放 ,然而 总 会 
这 种 或 那 种 的 不 妥 、 错 误 与 不 足 , 我 更 心 希 望 在 这 美好 的 
春日 ,广大 的 专家 与 读者 ,不 音 拔 元 相助 ,对 这 和 套 教 学 用 
书 提出 批评 建议 , 子 以 指教 启迪 ,为 这 从 鲜花 除 害 灭 病 . 
抗 风 防 寄 ,以 进一步 提高 质量 ,提高 水 平 ,更 上 一 层 楼 ,我 
们 不 胜 感 激 。 我 们 深 知 ,“ 一 个 篱 和 斧 三 个 桩 ”, 没 有 专家 的 
指导 与 支持 ,没有 读者 的 关心 与 帮助 ,也 就 没有 这 套 教学 
用 书 的 今天 。 我 课 心 祝愿 在 我 们 学 校 第 三 次 大 发 展 的 今 
天 ,在 百年 之 交 与 干 年 之 交 的 时 候 , 这 套 教 学 用 书 会 以 
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雄健 的 步伐 ,走向 更 美好 的 末 来 。 
BA RRE, REZE. KEREDE. 


中 国 科学 院 院士 
华中 理工 大 学 学 术 委 员 会 主任 
№ 45 T 
于 华工 园 内 
1999 年 5 月 15 日 
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群 论 自 19 82th % i (Galois) ê] £. УА Ж, RARA 
近代 代数 的 重要 分 支 , 而且 其 应 用 范围 已 深入 到 科学 技 
术 各 个 领域 。 尤 其 是 自然 科学 的 物理 、 化 学 和 生物 的 研究 
中 , 群 论 已 成 为 必 不 可 少 的 强 有 力 的 数学 工具 。 | 

由 于 客观 世界 普遍 存在 各 种 各 样 的 对 称 性 ,而 群 论 
正 是 描述 、 反 映 和 研究 对 称 性 的 数学 武器 ,因此 从 其 诞生 
至 今 ,就 存在 一 个 由 纯粹 数学 领域 扩展 到 其 它 自 然 科学 
领域 的 有 趣 现 人 稍 。 伽 华 罗 利 用 群 论 方法 证 明了 五 次 或 五 
次 六 上 的 代数 方法 不 能 通过 初等 代数 方法 求 得 方程 的 精 
确 解 ,随即 在 1890 年 一 1891 年 , 费 德 洛 夫 (Federov7) 和 能 
夫 利 (Schoen files) 就 牛刀 初试 ,用 群 论 方法 系统 解决 了 
晶体 结构 分 类 问题 ,证 明了 具有 周期 性 排列 的 空间 点 阵 
总 共有 230 种 ,使 人 大 开眼 界 。 

1893 年 ,挪威 科学 家 李 (Sophus Lie) $ 4 Æ$ R W 
(Scheffen 将 群 论 与 微分 方程 结合 起 来 ,使 有 限 群 的 概念 
扩展 到 无 限 群 .连续 群 , 导 致 现代 李 群 的 建立 。20 世纪 , 传 
统 群 论 与 现代 拓扑 学 流 形 的 概念 相 结 合 , 形 成 拓扑 群 的 
新 理论 。 就 在 群 论 不 断 发 展 不 断 现代 化 的 过 程 中 ,我 们 看 
到 许 多 群 论 大 师 ， +e Ё. 3 (E. Cantan)、 维 格 勒 (E. P. 
Wigner), £ 2 (H. Weyl)、 拉 卡 (G. Racah) 等 等 ,同时 又 
是 物理 大 师 。 群 论 迅速 在 光谱 学 、 角 动量 理论 .原子 核 谱 、 
量子 力学 等 物理 学 领域 得 到 广泛 应 用 。 


应 该 承认 , 群 论 直 到 20 世纪 50 年 代 , 对 于 大 多 数 科 
学 家 还 是 过 于 抽象 .不 太 切 合 实际 的 时 到 新 玩意 。1951 
年 ,著名 物理 学 家 诺 贝 尔 奖 金 获 得 者 萨 拉 姆 (A.Salam )， 
在 首 林 斯 顿 聆听 拉 卡 关于 李 群 的 讲演 时 , 眶 目 不 知 所 云 。 
他 党 得 这 些 复杂 理论 过 于 艰深 ,自己 大 概 是 难于 学 会 的 ; 
似乎 也 无 十 分 必要 去 弄 懂 它 。 

20 世纪 50 年 代 末 到 60 年 代 中 期 ,在 基本 粒子 研究 
中 ,SU(3) 理 论 ( 所 谓 “8 重 道 ”方法 )、 务 克 模 型 (其 理论 框 
架 就 是 群 ) 等 的 巨大 成 功 , 造 成 群 论 向 物理 学 的 一 次 “ 普 
有 及” 热潮。 耐人寻味 的 是 ,1963 年 , 萨 拉 姆 居然 作 了 关于 李 
群 的 报告 ,说 说 告 诚 听众 ,一 定 要 及 早 地 学 好 群 论 这 一 优 
美的 理论 , 切 勿 重 犯 他 的 错误 。 短 短 10 余年 ,潮流 所 及 ， 
影响 之 巨 , 从 中 可 以 完 见 一 斑 。 时 至 今日 , 群 论 的 应 用 领 
域 不 仅 遍 及 物理 学 各 个 领域 ,而 且 扩 展 到 化 学 .生物 、 材 
料 科 字 .流体 力学 、 机械、 电工 学 等 等 。 从 50 年 代 末 开始 ， 
群 论 课 已 逐渐 成 为 物理 专业 、 化 学 专业 、 材 料 科学 技术 有 
关 专 业 等 研究 生 的 必修 课 。 

作者 自 80 年 代 主 讲 物理 专业 的 研究 生 群 论 课 以 来 ， 
深 感 这 门 课 的 特殊 性 。 作 为 一 门 数 学 课 , 其 难度 跨度 极 
大 ,涉及 的 数 党 领域 极 广 。 按 英国 数学 家 菜 德 曼 
(W.Lederman) 所 说 , 群 论 的 初等 部 分 ,应 该 能 为 有 和 钻研 
精神 的 中 学 六 年 级 (英国 中 学 1) 的 学 生 所 接受 。 但 就 其 大 
多 数 内 容 , 涉 及 分 析 、 流 形 、 拓 扑 、 集合 .近代 代数 等 领域 ， 
要 真正 “彻底 ”“ 严 格 ” 地 搞 清 楚 , 即 令 对 于 萨 拉 姆 这 样 的 
大 科学 家 ,也 颇 费 周章 。 因 此 关于 群 论 的 教科 书 一 直 有 两 
个 系统 的 “版 本 ”流传 于 世 : 一 是 数学 专业 用 的 较为 “学 院 
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式 ?” 的 教 本 ,再 一 个 就 是 以 应 用 为 主要 目的 的 群 论 教科 
书 。 本 书 是 积 笔 者 20 年 教学 经 验 和 科研 心得 编撰 而 成 
的 ,由 于 教学 对 象 , 自 然 属 于 以 实用 为 目的 的 那个 系统 的 
教科 书 。 这 个 系统 教科 书 的 共同 特点 是 ,不 过 于 追求 数学 
理论 的 完备 与 严格 ,避免 使 用 读者 不 太 热 悉 的 抽象 艰深 
的 数学 概念 和 工具 ; 尽 可 能 从 大 家 较为 熟悉 的 具体 事例 
出 发 ,阐述 有 关 概 念 ; 尽 可 能 多 地 列举 应 用 实例 ,以 帮助 
读者 在 群 论 与 应 用 之 间 搭 起 一 架 桥 ;语言 尽 可 能 浅 近 、 易 
Tig. 

本 书 取 名 “应 用 群 论 导 引 ” 的 缘由 ,并 非特 牡 群 论 本 
身 的 系统 性 ,去 晴 蜂 点 水 式 地 介绍 群 论 在 各 领域 的 实例 ， 
而 是 在 保证 理论 系统 性 的 前 提 下 ,在 教材 内 容 的 可 接受 
性 与 应 用 的 方法 论 两 方面 下 了 功夫 。 本 书 的 显著 特点 是 ， 
不 仅 引 入 概念 ,阐述 理论 内 容 , 附 有 大 量 例 题 ,便于 读者 
领悟 群 论 概念 的 科学 含义 及 深厚 应 用 背景 ,同时 在 所 有 
习题 中 ,凡是 需要 提示 的 地 方 , 尽 量 给 予 详尽 提示 。 在 作 
这 些 提 示 的 时 候 , 我 想起 朗 道 ( 工 . Landau) E £ # ' 2£ 
(E. Liphishes) 的 那 套 著名 的 多 卷 本 《理论 物理 教程 》, 人 
们 从 书 中 的 “提示 ”获得 多 大 教 益 啊 ! 因此 我 希望 这 些 提 
示 会 帮助 读者 掌握 本 书 要 旨 , 便 于 阅读 与 自学 。 我们 还 准 
备 在 适当 的 时 候 , 出 一 本 习题 集 。 

本 书 的 应 用 实例 ,以 物理 科学 居多 ,但 是 也 旁 及 了 化 
学 材料 科学 和 工程 技术 诸 方 面 。 作 为 应 用 的 导 引 ,本 书 
着 限于 方法 论 的 阐述 ,项 望 读 者 从 中 收 到 举一反三 之 效 。 
群 论 的 应 用 范围 太 广 ,各 个 领域 的 应 用 都 可 写 一 本 专著 ， 
因此 本 书 的 介绍 只 能 算 作 “ 导 引 ”。 细心 的 读者 会 发 现 ,在 
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篇 幅 允 许 的 情况 下 ,我 们 尽 可 能 介绍 有 关 领 域 的 最 新 发 
展 , 但 是 过 于 专业 化 的 内 容 也 避免 涉及 。 归 根 结 底 , 本 书 
是 一 本 数学 教科 书 。 

全 书 分 十 章 , 其 中 第 九 章 、 第 十 章 可 以 作为 阅读 材 
料 ,如果 课 时 不 足 的 话 。 

我 的 学 生 钟 志 成 ,自始至终 参加 全 书 的 写作 与 定稿 ， 
不 仅 对 书 的 内 容 、 安 排 , 多 有 创意 ,而 且 还 为 全 书 的 校对 、 
订正 ,付出 大 量 精 力 。 

作者 感谢 我 的 夫人 彭 芳 明 女 士 , 没 有 她 的 沸 力 相助 ， 
本 书 是 无 法 完成 的 。 作 者 还 要 对 大 力 支 持 本 书 出 版 的 华 
中 理工 大 学 出 版 社 和 华中 理工 大 学 研究 生 院 余 津 宜 同 志 
表示 感谢 。 


张 端 明 
2000 年 8 月 16 日 于 喻 家 山 蜗 居 
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$1.1%Ц 对 # 性 


对 称 性 是 自然 界 最 普遍 、 最 重要 特性 .近代 科学 表明 ,自然 界 
的 所 有 重要 的 规律 均 与 某 种 对 称 性 有 关 , 甚 至 所 有 自然 界 中 的 相 
互 作 用 ,都 具有 某 种 特殊 的 对 称 性 一 一 所 谓 “ 规 范 对 称 性 ”实际 
上 ,对称 性 的 研究 的 日 趋 深 人 ,已 越 来 越 广泛 地 应 用 到 物理 的 各 个 
分 支 :量子 论 .高 能 物理 、 相对论 .原子 与 分 子 物理 .晶体 物理 、 原 子 
核 物理 ,以 及 化 学 (分 子 轨道 理论 、 配 位 场 理 论 等 )、 生 物 (DNA 的 
构 型 对 称 性 等 ) 和 工程 技术 . 

什么 是 对 称 性 ? 按照 英国 《 韦 氏 国际 辞典 }》 中 的 定义 ”对 称 性 
刀 是 分 界线 或 中 央 平 面 两 便 各 部 分 在 大 小 .形状 和 相对 位 置 的 对 
应 性 . “这 里 追 湖 到 最 直观 、 最 早 为 人 们 熟知 的 所 谓 几 何 对 称 性 .该 
辞典 又 说 ,对 称 性 是 “适当 或 协调 的 比例 ,以 及 由 这 种 和 谐 产 生 的 
EAR”. 这 里 依然 谈 的 是 空间 的 几何 对 称 性 ,尽管 涉及 对 称 性 的 
美学 属性 . 

实际 上 ,对称 性 的 现代 科学 概念 极 难 定义 ,几乎 成 为 了 规律 和 
各 谐 的 同 义 语 ,人 它 跟 所 谓 不 变性 、 守 便 律 往往 结 下 不 解 之 绿 . 

要 而 言 之 ,对 称 性 分 两 大 类 :与 时 间 .空间 有 关 的 , 称 为 几何 对 
称 性 ;否则 称 为 内 训 对 称 性 . 

例 1 两 端 无 限 延 伸 的 直线 ,上 面 有 等 距离 a 的 刻度 (图 
1.1). 

直线 向 左 或 向 右 平行 移动 a 的 整数 倍 ,仍然 与 原 直 线 重合 (不 
变性 ), 或 相对 任 一 刻度 点 或 两 相 邻 刻度 点 的 中 点 进行 反 演 , 亦 与 
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原 直 线 重 合 , 帮 该 直线 具有 等 距离 a 的 整数 倍 的 平移 对 称 性 和 相 
对 刻度 点 (中 点 ) 的 反 演 不 变性 . 


图 1.1 有 等 距离 刻度 的 无 限 直 线 


例 2 等 边 三 角形 (图 1. 2) 和 直 圆 柱 体 (图 1. 3). 


һ 


⁄— | —. 
| 
АЎ 
图 1.2 等 边 三 角形 图 1.3 HMHI 


能 使 图 形 复原 的 变化 , 称 为 该 图 形 的 对 称 变换 或 对 称 操作 . 图 


1.2 的 全 部 对 称 操作 是 : 绕 三 角形 中 心 O Ж оскар), 27,4" 


CHIA C3、C3、C3); 关 于 每 个 角 平 分 线 的 反 演 ( 常 记 为 mam, 
m). 图 1. 3 的 全 部 对 称 操 作 是 : 绕 圆 柱 轴线 hh 转动 任意 角度 (有 无 
穷 多 个 操作 ); 上 述 转 动 后 ,再 相对 于 圆柱 的 中 心 O 反 演 ;相对 于 
过 轴线 h 的 任 一 平面 反映 ; 绕 过 中 心 O 且 垂 直 于 轴线 的 任 一 直线 
转动 角 т. 

一 般 物理 系统 ,除了 其 结构 的 空间 构 型 用 几何 对 称 性 描写 外 ， 
住 往 系 统 对 称 性 表现 在 描写 体系 的 运动 学 方程 在 某 些 变换 下 不 变 
№. 相应 的 变换 则 称 该 体系 或 运动 方程 的 对 称 变换 . 

例 3 经 典 力 学 的 相对 性 原理 . 

° 2 А 


牛顿 运动 方程 
d'r 
Е = т Je’ 
在 伽利略 变换 ， 
r 一 六 十 (v = const); 
t = £ 
下 ,方程 形式 依然 不 变 , 即 
‚аг 
dz' ° 
因此 ,经 典 力学 的 相对 性 原理 ,实质 上 反映 系统 的 力学 规律 在 任何 
惯性 系 均 不 变 的 一 种 对 称 性 . 
大 家 知道 ,狭义 相对 论 钓 相对 性 原理 亦 有 类 似 表 述 :; 相 对 论 动 
力学 方程 


Е = т (Е = Е, m = т). 


fE 16 @ #& ЖЕ Ж (у= vi) 


/ х — vt r | 
го = ———  , у = y z = z, 


VT ve 


А Ç 
— 42: 
с“ 


f == 
1 — = 
С 
下 ,其 形式 保持 不 变 , 即 
F' = SE (p' = ту). 
MEM, ТЕТЕ faj ЇЙ FE Ж F АЖ ЖЛЕ. 换言之 ,经 典 力 学 与 狭义 相 
X: РЕ Н) ЇН XH EE ДЕ ЖШ УТ Á FE] BJ H E: W АКР Дх [a] ‚И += J AW 
利 略 变换 ,而 后 者 则 是 党 仑 兹 变换 . 
例 4 量子 力学 的 对 称 变换 . 


设 系统 的 量子 力学 运动 方程 为 
, д а 
ih = Нд, 
其 中 五 为 系统 的 哈密 顿 算 符 ,y 为 描述 系统 的 波 函 数 . 设 g 为 与 : 
无 关 的 对 称 变换 , 即 
Z = gý, 
则 
. 9d 人 ^ 
gG hyp) =g Hy 
=>i hi ep =g H(g gy= (g Hg) (gy) 
—>ih y= (g Hg- Y. 
BA. WR у 5 Z WS E [j AES HEARS), RAF 
是 


з 


Н = gHg`! 
或 用 对 易 关 系 表示 ， 

[H ,z]= Hz — ЕН = 0. 
亦 即 ,在 变换 g 下 体系 有 对 称 性 的 充 要 条 件 是 g унія. 量子 
力学 已 告诉 我 们 ,这 表明 g 对 应 的 是 力学 量 算 符 (如 宇 称 、 动 量 、 
角 动 量 . 自 旋 、 同 位 旋 等 等 ), 具 有 可 观测 的 守恒 量 . 这 里 我 们 看 到 
守恒 律 与 对 称 性 的 密切 关系 . 


$1.2 群 的 概念 


群 论 乃 是 处 理 对 称 性 的 数学 工具 ,是 现代 数学 中 影响 较 大 的 
分 支 . 它 涉及 高 等 代数 、 拓 扑 、 流 形 等 的 极其 重要 的 领域 . 这 里 我 们 
仅仅 将 群 论 中 与 应 用 有 关 的 部 分 梳理 成 易于 接受 的 逻辑 上 严整 的 
体系 . 
数学 上 抽象 群 的 定义 极其 严格 , 系 指 在 抽象 集合 (有 限 或 无 限 
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MIER) 
W = {A,B,C,..) 

中 各 元 素 之 间 建 立 一 种 运算 关系 ,通常 称 为 “乘法 ”, 将 两 个 元 素 复 

合成 为 第 三 个 元 素 : 


АВ = С. 
如 果 集 合 W 的 全 部 元 素 在 上 述 群 运算 (乘法 ) 下 满足 如 下 四 个 公 
理 , 则 构成 一 个 群 . 
(1) 封闭 律 V A,BEW ,有 
| AB = C € W. 
(2) 存在 单位 元 W PRENK Е, EV АСИ, 9 
AE = EA = A, 
лж E 称 为 单位 元 . 
(3) 存在 逆 元 V AEW, 均 存在 元 素 B, 使 得 
AB = BA = E, 


В 称 为 A W mG WAA. 显然 ,A DTA B ий. 
(4) 结合 律 V A4,B,CEW, 群 运算 满足 
(AB)C = ACBC). 
群 元 素 的 个 数 称 为 群 的 阶 .根据 群 的 阶 ,可 将 群 分 为 
有 限 群 (元 素 有 限 ) 
ДИТ 
Б ОСЕ HE FF ,连续 分 布 ) 


群 运算 (乘法 ) 一 般 说 来 
АВ -= ВА. 


ШЖ E G ЖЕЕ (V A BEW), 
АВ = ВА, 


则 该 群 称 为 阿 贝 尔 群 . 
下 面 给 出 几 个 简单 群 的 实例 ,读者 不 妨 验 证 之 . 


例 1 相对 于 普通 乘法 ,集合 
G, 一 一 (1, — 1), 


G, = (1,1, — 1, — 1) 
均 构成 群 . 
例 2 相对 于 普通 加 法 ,无 限 集合 
G = (Ce, — 3, — 2, — 1,0,1,2,3,) 
构成 群 . JA Dk P) n] ЯП, RREK 定 是 普通 乘法 . 此 例 群 运算 为 加 
法 ,单位 元 为 0. 
例 3 正四 边 形 的 全 部 对 称 操作 构成 的 集合 
C, = (Ci С ,С,С = E; тх,ту;зс,›0,), 
H Ci Ci C 分 别 表示 绕 中 心 О 转 
动 《 以 后 规定 逆 时 针 转 动 为 正 , 顺 时 


针 转 动 为 负 角度 ) 志 2,0 С = 


^ E RRE mem oo 分 别 表示 
Х.У Н.и 轴 ( 对 角 线 )、v 轴 ( 对 
ЖЕ) n ВСА В 1.4). 
群 乘法 规定 为 连续 两 次 操作 ,如 
Cimx = o,,. 
注意 运算 时 , 先 右 后 左 . 
读者 可 验证 ,此 集合 Cw 在 所 规定 运算 下 满足 群 的 四 公理 . 
а 实数 加 法 群 . 
易 证 全 部 实数 集合 在 通常 加 法 下 构成 群 . 
例 5 相位 因子 集合 {e"}, 其 中 a 可 取 任 意 实数 ,在 通常 乘法 
下 ,构成 群 . 
例 4 与 例 5 均 为 连续 群 的 实例 
考察 例 4, 如果 在 实数 集合 R 中 取出 它 的 一 个 子 集合 一 一 整 
数 集合 ZCR 二 Z) ,显然 ,该 集合 依然 相对 于 加 法 构成 群 ,此 时 称 Z 
为 R 的 一 个 子 群 . 子 群 的 一 般 定义 是 ,如 果 群 G 的 子 集合 M, 相 对 
РНС 的 乘法 运算 构成 群 , 则 称 M 为 G 的 子 群 . 任 一 群 均 有 两 个 
平庸 子 群 , 即 自身 与 单位 元 构成 的 子 集合 . 如 果子 群 不 是 上 述 平庸 
e 6 ° 


图 1.4. 正方 形 的 对 称 
操作 群 Cu 


子 群 , 则 称 真 子 群 . 
判断 子 集 合 М 是 群 G 的 子 群 的 充 要 条 件 是 ,Y А,ВЄМ,В 
ABEM. 
证 明 必要 性 . 若 MATH, HYVA, BEM, U B EM, W 
AB-1 € М. 
充分 性 . ЖҮ A, BEM, WA 
АВТ € M. 
令 В= А, АА!=ЕЄМ, В M 中 存在 单位 元 . 
令 А= Е, EB =B EM, MERLENE M Фф. 
令 CEM, 且 C=B 1, 则 AC™'EM, 即 ACB) = АВЄМ 
(封闭 性 ). 
结合 律 是 显然 的 . 


іе] Йй 


1. RH, 与 五 :为 群 CG 的 两 个 子 群 , 则 其 交集 Нен, (н, 
亦 为 群 C 的 子 群 . 

2. 给 出 正三 角形 的 全 部 对 称 操作 集合 Cl, 并 证 明 在 群 运算 
为 连续 操作 的 定义 下 ,Cs 构成 群 . 

3. 给 出 正 五 角形 的 全 部 对 称 操 作 集 合 Csv, 并 证 明 在 群 运算 
为 连续 操作 的 定义 下 ,集合 Ci 构成 群 . 

4. 请 找 出 C4 操作 群 中 包含 的 全 部 子 群 . 

5. 元素 (F,A,A:,…,A?-!) 的 集合 构成 的 群 串 循环 群 ,其 中 
А*=Е. 试 证 任何 有 素数 阶 的 群 都 是 循环 群 . 

6. 斌 证 两 个 或 多 个 群 元 素 乘 积 的 逆 元 素 等 于 各 逆 元 素 按 相 
反 次 序 的 泰 积 , 即 YgEG, 有 

(gg; EmEn) = g, Bm g g. 


$1.3 和 群 的 重 排 定 理 、 群 表 
和 群 的 陪 集 分 解 


本 六 将 给 出 群 的 几 个 重要 性 质 . 
群 的 重 排 定 理 Z z 为 群 G 中 任意 确定 元 素 , 则 
gG = Gg = G. 

HEH ВеЄС, Жо EG. RY ЄС, pe le, € G, H 
gb 二 g:EG( 见 上 节 子 群 充 要 条 件 ). 

但 gb 二 gEG, 因 此 GDG. XY gz,C gG AX e€ G ,g C G, 
W gg C G, AR GCG. 最 后 有 gG =G. 

仿 此 可 证 Gg =G. 

重 排 定理 是 群 的 最 重要 、 最 普遍 的 性 质 .但 其 得 名 却 来 自 有 限 
群 的 特殊 情况 . 

对 于 有 限 群 , 设 G= (gi gx og ,集合 gG 只 是 把 元 素 重新 
排列 为 {ggi,ggzs，"… gg, ,定理 由 此 得 名 . 

重 排 定理 还 可 以 推广 . 设 有 和 群 函数 f(g,) ,其 “数值 ”( 或 表示 
的 操作 结果 ) 依 赖 于 群 元 素 . 则 对 于 任意 给 定 群 元 gEG, 有 


Dflg) = > flgg,), 


g, € G g,€ G 


或 
> /(&) 一 > fgig). 


g; €G z; € G 

对 于 有 限 群 ,为 了 更 清楚 地 显示 群 的 乘法 结构 ,常常 构造 群 表 ， 
MERAK. 构造 规则 是 , 表 的 第 一 列 排放 乘法 的 第 一 因子 , 表 的 第 
一 行 排 放 乘 法 的 第 二 因子 . 列 与 行 的 元 素 应 遍及 全 部 群 元 素 . 

例 1 群 C=(1 ,一 1,i, 一 D)，, 群 运算 为 普通 乘法 , 则 和 群 表 如 表 
1.1. 


例 2 $ C3, 二 (Cs,C3,Cs 二 上 ;m2 mM,,me), 群 运算 为 连续 操 
作 , 其 中 mmr、ms、m 分 别 为 等 边 三 角形 经 过 4 点 .8 点 和 C Ан 
线 转 动 180" 的 操作 . 则 群 表 如 表 1. 2. 
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在 构造 此 表 时 ,我 们 只 应 用 了 群 元 与 群 运算 定义 ,如 m。* C; 
=m. 可 以 直观 表示 为 


А А В 
Ma C3 
1 =P 一 一 一 一 一 一 > 
m, ° C, 
B C С В А С 
А В 
Me 
=— 
т. 
В C 
А C 


ТЕ Ж | ШЕ О —— 5] а B$ IT , Bp 4" B >ú ж ир = fE P ih 
现 一 次 , 且 只 会 出 现 一 次 ,只 是 每 一 列 ( 或 行 ) 的 群 元 顺序 不 同 ( 重 
ҢЕ) т. 在 这 两 个 例子 中 , 群 表 的 对 角 元 素 均 为 单位 元 E. 在 一 般 
构成 群 表 时 ,并 不 要 求 这 一 点 ,只 是 在 以 后 应 用 (如 寻找 正则 表示 ) 
中 这 种 特殊 形式 的 群 表 ( 正 则 形式 ,或 称 正则 群 表 ) 特 别 方便 . 

以 后 在 群 的 结构 分 析 中 , 陪 集 的 概念 是 十 分 重要 的 . 设 子 群 
H= (Ау, ,hn)CG, 且 元 素 g EG, 则 集合 gH = (gh ghz, 
ghm) 称 为 元 素 g 生成 的 子 群 五 的 左 陪 集 ,而 集合 Hg= (Ар, 
hogst ,hmg) 则 称 为 元 素 g 生成 的 子 群 H 的 右 陪 集 . 显然 , 陪 集 元 
KRRIT H 的 阶 相同 ,但 一 般 来 说 

ЕН = Нр. 

陪 集 的 最 重要 性 质 可 由 下 述 陪 集 定 理 表 示 之 . 

陪 集 定理 同一 子 群 的 两 个 左 ( 或 右 ) 陪 集 , 或 者 元 素 完 全 相 
[в] ,或 者 完全 不 同 ( 交 集 为 空 集 ). 

ИН £ H 58 G BJ fe, Н gi Ж z, ЯШ G 中 任意 两 给 定 
NR ,它们 生成 的 两 个 左 陪 集 分 别 是 g H 和 „Н. 2 W ЕЭ — 
公共 元 素 : 


g h, = gzh; | 


则 两 边 同 乘 以 gz CDA), 48 
g; Е} 一 hhr Є Н, 


不 要 求 h; = h; 
E h h; ЄН | | 


由 重 排 定理 
а; g H = Н, 
亦 即 
П = g,(g; Н) = p H. 

йа Z WA AR ЖН SS SARR ЯЙ EEAS. A 
陪 集 亦 然 . 

进一步 有 

јула ВЯ Н С .артапре) tE 群 G 必 为 子 群 五 及 其 全 部 不 相 
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同 的 障 集 的 直 和 , 即 群 G 的 阶 n DATE H Шу k Н SË. 
证 明 任 取 g1€G, 但 z EH; hA EEEH S= EH, E+ 
gi)» 
H í) z, H = (j. 

继续 取 gEG, 但 zg,€ HUzH,MW Ж gH, wE 

ZH [| H = (Ó; zg,,lHi ПАН = Ø, 
后 ЇЙЇ g IH 应 与 五 或 gH 全 部 重合 ,与 假设 矛盾 . 如 此 继续 作 陪 
集 , 因 G 为 有 限 群 ,必然 经 过 有 限 次 ( 设 为 m 次 ) 后 终结 , 即 

G = H U gH U gH U» USg 
其 中 每 一 个 左 陪 集 的 元 素 个 数 均 为 &, 陪 集 的 个 数 ( 包 括 H 自身 ) 
为 m 个 , 故 有 

п = mk. 


推论 ”有 素数 阶 的 群 只 有 平庸 子 群 ( 群 自 身 与 单位 元 ). 


91.4 ЖЖ. Е ЕЯ 


З ЕЈС B) 27 Е. Жїн © ЖЖ зс Z [8] BJ 
等 价 关 系 .集合 W= {4,B,C,…} 中 任意 两 元 素 之 间 若 满足 下 述 
三 个 公设 , 则 称 它 们 之 间 具 有 等 价 关 系 , 记 为 一 : 

(10 目 反 性 (反射 性 ) А-А. 

(2) 对 称 性 Ж А-В, B—A. 

(3) 传递 性 # A—B,B—C,WIJ A—C. 

在 集合 中 互相 等 价 的 元 素 可 归 为 一 类 , 称 为 等 价 类 . 由 于 传递 
性 ”不 同等 价 类 的 元 素 决 不 会 相同 , 即 不 同等 价 类 互 不 相交 . 因此 
集合 可 分 解 为 互 不 相交 的 等 价 类 的 并 集 . 

对 于 群 C 一 (gg2，…)} 及 Y gi,g;EG, 车 存在 元 素 z€ G.W ДЕ 
g;=£ ”8i8， 则 称 元 素 g; 与 g; Ж. © 5 5 uE H: të X: ЖЖ — #h Ж 
价 关 系 , 即 具有 自 反 性 、 对 称 性 和 传递 性 . 借 此 我 们 可 以 对 群 进行 
共 轿 分 类 , 即 分解 为 共 轿 类 的 并 集 . 
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1 XIF Caf, (Ci) 'oC4 二 0,, 即 0,~o,. 由 于 (Cs) =С, 
€ C,,, РИХ Ж о, = (С) lG Ci W. oo 一 av. 

2 НИЖЕ G= {ggg 

H РҮ ЕЕ; ЄС 有 £ ig; T Eiis 因此 g;= gi ggi, RA P DI 尔 群 
群 元 只 与 自身 共 斩 ,每 一 个 共 斩 类 只 有 1 个 群 元 . 

实际 上 给 定 共 罗 类 中 一 个 元 素 g, 即 可 由 a; ра; (V aiEC)， 
当 а; 过 及 全 部 群 元 ,并 归并 相同 元 隶 , 就 可 得 到 z АТ i) 3: Ж. 
由 1 个 元 素 构 成 的 共 斩 类 ,相应 元 素 称 为 群 的 中 心 元 素 . 任意 群 的 
单位 元 五 自 成 一 类 .所 有 中 心 元 素 的 集合 称 为 群 的 中 心 . 阿 贝尔 
群 的 中 心 即 为 自身 . 

例 3 С.н 5 TRAX. 

(E); (C; (Ci,Ci); Onxsmy); (c, ,G,). 

Жн Ü; 2 А СЕ,С PF 8] ДАН) ЖТ. 

— RKK. 2 Лх JE 4Ë # бу, Н] 48 21) Н]. RIS п И Ж УЖ 
ЯП faj #@ 21] ЖЕ Ну 3E ®в Ж. TE X Ш IX Ar Z ЭЕ E B£ СОР) Н ЗЕ ЖЕН = 
个 判 据 , 在 实用 中 其 为 有 效 . | 

判 据 1 不 同 角度 的 旋转 一 般 属 于 不 同 的 类 . 如 Ср C I. C; 
就 属 不 同类 . 

判 据 2 绕 某 轴 旋 转 某 一 角度 与 绕 同 一 轴 道 向 旋转 同一 角 
度 , 当 且 仅 当 群 中 存在 某 变换 ,使 转轴 反 向 时 ,这 两 个 旋转 属于 同 
一 类 . 如 在 C, Bth ,C, УС (С) '=C; 因为 群 中 存在 许多 元 
Ж 04.,0。，mx，,my, 均 可 使 转轴 有 反 向 , 故 在 Ci 中 Ci 与 C3 属于 同一 
类 . 

判 据 3 或 绕 两 不 同 轴 旋 转 同 一 角度 ,或 相对 两 平面 的 反射 
当 且 仅 当 群 中 存在 变换 ,使 得 其 中 一 个 轴 可 变换 为 另 一 轴 ,或 其 中 
一 个 平面 可 变换 为 为 一 平面 时 ,这 两 个 旋转 属于 同一 类 . 例如 mx 
和 my, o, 与 ,在 C4s 群 中 存在 变换 使 X 轴 变 到 Y 轴 ,一 条 对 角 线 
变 到 为 一 条 对 角 线 . 如 元 素 C. 

判 据 1 与 判 据 2 的 证 明 比 较 简 单 ,我 们 证 明 判 据 З. 
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ШЕ 设 操作 aya, q € G , Jt rh ауа; 分 别 表 示 绕 т.п Н #6 
5] а 角 ,g 表示 变换 m 轴 一 ->n 轴 . 
如 图 1. 5 Ra =a, b =b, P 一 9a'，b 一 9a. 显然 ,和 一 
aa ,同时 
Б = ga'—>a’ = а Ы =-а = q а,Ь 
一 >a = qaga. 


由 此 对 比 有 


^ _ ^—17 A, A, Р 
dı — g ds, dı 人 а». 


图 1.5 
MRTE H {д £ С АЗЕ BJ +: Sa Ж, ШИ) ЖК Ж E Ж f Et ak Ж 
恋 子 群 . 就 是 说 ,Y AREH, ХЄС,Җ 
һә. = X-'h X € H. 
正规 子 群 是 一 类 特殊 的 重要 子 群 , 其 最 重要 的 性 质 就 是 它 生 成 的 
所 有 左 陪 集 与 右 陪 集 相同 , 即 V z€ C ,#£ 


gH = Нр. 
证 朋 由 和 定义,V ho h C H ,g€ G. 
ghi = hg. 


Sh 人 这 及 子 群 全 部 元 素 , 就 得 到 左 陪 集 gH. 相应 的 h; 亦 遍及 五 
全 部 元 素 , 应 得 到 右 陪 集 Н. 否则 设 左 陪 集 与 右 陪 集 不 相等 ,各 
目 至 少 应 有 一 个 元 素 


gh, = hg, 
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MA hAg Rig M Н Ж, Ж% с 3 BJ Ж ta Ж лж. 对 于 正规 子 
群 , 可 以 不 必 区 分 左右 陪 集 , 一 般 说 来 , 除 单位 元 所 生成 者 外 , 陪 
集 并 非 群 . 

显然 , 群 G 本 身 与 单位 元 是 两 个 平庸 正规 子 群 ; 阿 贝 尔 群 的 
任何 子 群 都 是 正规 子 群 . 

为 了 完成 对 群 的 结构 分 解 ,我 们 先 定义 陪 集 乘 法 ,以 便 给 出 商 
群 的 定义 .两 陪 集 相 乘 的 法 则 十 ,两 陪 集 的 所 有 元 素 按 顺 序 两 两 相 
来 ,相同 的 元 素 合 并 为 一 个 ,所 得 到 的 新 的 集合 称 为 陪 集 的 乘积 . 

例 4 对 于 群 C, TE H=(E,C:)= K, ЫЗ ЊУ, 
是 正规 子 群 . 55 3 Ж 

К›==С\Н = (C; ,Ci), 
K:=mx H = (mx ,my), 
K, =o, H = (G, ,0,). 
可 以 验证 “其 它 陪 集 ” 均 与 上 述 4 个 陪 集 重合 ,由 拉 格 朗 日 定理 ,n 
二 8,k 二 2,m 二 4, 已 完成 陪 集 分 解 . 陪 集 相 乘 ,如 
К.К „=> Onx,my)(o,,o,) 
= (жхб„,%хб„,түб„,түб,) 
(С: ,Са, Са, С) 


„^^. 
EFE (с, сзу = К, 


可 以 验证 有 如 下 结果 (和 表 1.3). 


商 群 的 定义 : 若 H 为 群 C 的 正规 子 群 , 则 互 与 其 全 部 不 相同 
的 陪 集 , 在 上 述 陪 集 乘 法 定义 下 ,构成 一 个 群 , 称 为 商 群 , 记 如 
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С/Н. 
证 明 单位 元 H. V ХЄС,(ХН)Н=ХН*=ХН, 
H(XH)=HXH=XH? (注意 XH=HX) 
=XH (ү XEG). 
mj. V ХЄС,ХН йл ХСН. K X EG, i XH 
亦 在 陪 集 集合 中 . 
(ХУН) ХН) = XX !H: = Н. 
(ХН) ХУН) = X ` ХОН? = H. 
封闭 性 .-Y X,YCCG,# 
(ХН)(ҮН) = ХҮН? = ХҮН = ZH, 
其 中 Z=XYEG, RA ZH 应 属 所 说 陪 集 集合 . 
结合 律 .Y Х,Ү,ЛЄС, 
ХН(ҮН • ХН) = ХН(ҮХН) = ХН(ҮХ)Н 
Х(ҮХ)Н = (ХҮ)ХН 
= (ХН - YH) : ХН. 
在 例 4 中 ,集合 K=(K,= H, ,K,, K, K MER Cu 与 H = 
(E COUA SURRAR. 
例 5 #С=(1,1,—1,—1), 
子 群 ( 正 规 )=(1 ,一 1), K,=G,—i), 
其 商 群 K=G/H=(H,K,). 
无 论 对 有 限 群 ,还 是 无 限 群 , 共 斩 类 、 陪 集 、 正 规 子 群 、 商 群 的 
概念 依然 是 有 效 的 . 
一 个 群 的 全 部 元 素 有 可 能 通过 群 中 的 几 个 元 素 相 乘 得 到 . 能 
够 生成 全 部 元 素 所 需 的 最 少 群 元 集合 , 称 为 该 群 的 生成 元 .有 限 群 
或 分 立 群 的 生成 元 比较 简单 , 群 元 通过 生成 元 有 限 次 相 乘 即 可 得 
到 . 对 于 连续 群 就 复杂 多 了 ,一 般 要 生成 元 无 限 次 相 乘 , 才 可 得 到 
全 部 群 元 . 
例 6 对 于 Ci 群 ,生成 元 可 以 有 如 下 许多 种 选择 . 
(С\,в„), (Cl,0,), (Cl,mx), (Ci,my), 


| 


(Csau), (Ci,s,), (Ci,mx), (Сту), 
等 等 . 可 见 生 成 元 的 选择 并 非 唯 一 的 ,但 是 任何 选择 ,每 组 生成 元 
个 数 均 相同 (本 例 为 2 个 ). 
例 7 和 群 G=(1, 一 1,i, 一 上 ) ,生成 元 有 两 种 选择 (Gi), (一 1). 
例 8 二 维 旋 转 群 :AC(0)). 


cos — sinl 
А(0) = 


bd 


sin? cos? 


F rR 0 为 实 参数 ,其 单位 元 


1 0 
O 1 


群 运算 为 普通 矩阵 乘法 .读者 容易 验证 44(0)} 满 足 群 的 四 公理 . 
此 时 群 的 生成 元 
0 —1 
х, — = , 
E 0= 0 | | 
一 般 群 元 可 由 Xe 生成 
1 


| Е | 一 SInO — cos 
o= 
А (0) = е =E + 0X, + эү АХ» 十 °° 


cos? sing 


+ OX 十 … (矩阵 函数 泰勒 展 开 )， 


由 于 
0 — I — |} 0 
oe 
1 0 0 —1 
1 1 0 
= | |=—Х„ х}= | |= Е, 
— 0 1 
故 


A(0) =[E + Lex + =X; + ---] 


+ [0X, + ӨХ} + XY +] 
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O° g* 
=[Е— ЈЕ + ТЕ — "J 


g’ @° 
+ LX 一 a1 + күле 一 


rx- 5+ <] 
= Ecos? + X sin? 
cos 0 
0 cos 


cos — sin? 


0 — sin? 
sin? O J 


Lamama mai 
нын 


sin? cos 


joj 题 


1. 请 利用 》1.4 例 6 中 给 出 的 生成 元 生成 全 部 群 元 ， 
2. 验证 群 元 的 共 罗 关 系 是 一 种 等 价 关 系 . 
3. 利用 881.4 给 出 的 三 判 据 ,对 Cy, 和 Cs, 群 的 群 元 进行 共 思 


4. 试 证 判 据 1 与 判 据 2. 

5. 对 Сз. #2185 f # (E ,m,) ЖЖ. Ы = (Е,т,) AE 
规 子 群 吗 ? 

6. Cat) FÆ H =E, CR ERTE? 如 果 是 ,请 求 其 
商 群 К=С„/Н. 

7. 试 由 生成 元 С.с, 生成 群 Cs, 所 有 的 群 元 . 

8. 试 证 相位 因子 集合 e ,其 中 0 为 实 参 数 ,相对 于 普通 复数 
来 法 ,构成 一 连续 群 . 请 找 出 该 群 的 生成 元 ,并 说 明 全 部 群 元 如 何 
ER. 

9. Ж1ЕҖБЮЖ4-; 
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1 x2 _1 “3 
i] 0 2 2 2 2 
2-00 ih a" Е | 
0 1 _ 3 _1 v3 _1 
2 2 2 2 
_1 МЗ l {x3 
1 0 2 2 2 2 
> aj = 5 
° 1 v3 1 _— 3 1 | 
2 2 2 2 | 


ЖЕЗ Ж ЕА, 25 h 1н РЖ, k. Ж Jt, PE е — ЉАМ f #{, 
并 据 此 求 商 群 . 


$1.5 群 的 直 积 


物理 体系 往往 具有 多 种 对 称 性 ,如 空间 平移 .转动 对 称 性 以 及 
El ЙЕ, [8] f; ЖЕЗ РЧ S XH ER FE. 从 而 导致 有 相应 对 称 群 与 之 对 应 .一 
个 合理 的 推测 ,这 些 对 称 和 性“ 组合 ”而 成 的 “更 大 ”的 对 称 性 ,在 体系 
中 仍然 应 该 保持 . 由 夺 干 反映 较 小 对 称 性 的 所 谓 小 群 ,可 以 通过 
“ 直 积 ”, 构 成 反映 更 广泛 对 称 性 的 “大 群 ” 一 一直 积 群 . 
群 的 直 积 定义 . 
I ЖЗ BF H =(E,, Hz, Hy, H,), 
К=‹(Е,,К,, е ,К,), 
{ЕР & J — 4" ú 3 ,构成 有 序 对 
G = ((H,,K),V H, € H,V K, € K). 
并 在 集合 G 中 定义 乘法 运算 为 
V G; = (H,,K) € G, Ga = (Н,,К,), 
有 
С,Сшз=ОН;,К)СОН„.,К»)=СОН;Н„,К,‚,К.у). 
HTH H,C H,K,KaC K, BE G; G. I € G. 就 是 说 ,G 构成 群 , 称 
A H Ej K нин ісу G= НОК. С 的 单位 元 Ec= (E, , Ex), 
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相对 于 G, BJ ñ u Су = (H), K), H Ei 与 Екж H 5 
K 的 单位 元 . 
由 直 积 群 的 定义 容易 证 明 群 吾 与 KK 均 为 直 积 群 的 正规 子 
群 . 不 过 这 里 的 群 五 与 应 理解 为 
Н = {((Hi,Er)} = (Н,Еқ), 
К' = ((E,,K,)} = (E,,K). 
通常 人 们 往往 不 区 分 H'E H ,K'Ej K. 3: Е 
С H'G;,= (Hi K; H Ex)(H.,,K,) 
= (Н; ,KRK7 )CH,Ex) CH.,K,) 
= (H; 'HH;:,K ExK,) 
(H, Ex) = H'. 


a 


也 就 是 说 
(CH. K)H,Exr) = (H,Ex)(H.,K,), 
即 
G; H! = H'G... 
对 于 子 群 K' GAA S E KAHAR. 
一 个 直接 的 推论 就 是 
H' = G/K' 和 K' = G/H!. 

有 时 ,我 们 可 以 把 一 个 群 写 作 两 个 子 群 的 直 积 , 称 之 为 直 积 分 

解 . 
直 积 分 解 定理 群 G 可 以 分 解 为 子 群 瑟 与 天 (应 理解 为 H' 
与 天 ) 的 充分 必要 条 件 是 : 

(1) H 5 K EJ 8 G 的 不 变 子 群 ; 

(2) НПК= (E); 

(3) V Gi 二 (Hi,K;), 给 出 G 中 全 部 群 元 . 定理 的 证 明 很 简 
单 , 留 给 读者 练习 . 

例 1 设 有 三 维 空间 转动 群 R,= {R(0,8,y)), 其 中 ,0,8 与 y 
为 欧 拉 角 . 显然 这 是 连续 群 . 空间 反射 群 C, = (E, р), Ж р 表示 
对 系统 哈密 顿 量 中 r 进行 反射 : 
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г—^>—г 或 H(r,) — > H(— r,t), 
p =E. 这 是 有 限 分 立 群 . 则 
Ry = (R) ©©$ Œ, p) = (RE, Rsp}i 
也 构成 直 积 群 Ку. Rs 分 两 部 分 ,其 中 一 部 分 就 是 通常 三 维 转 动 ， 
男 一 部 分 则 是 三 维 转动 后 下 进行 反射 ( 即 轴 反问 ). Кып Ф ДЕ 
转 群 . 
例 2 Н = (Е,,тх), К=(Ек,ту), 
С = НОС = (Е,ту,түзтх ту) 
= (Е,тх,тү,С). 
H T) p| H H 5 К K KE С 的 子 群 ,乘法 定义 相同 ,并且 两 者 
Н) 3 Ж — la] ЭЕ В xE X. THUAR. 
GG = (H,,K;)(H,,K a) = QI IH. , K K.) 
= Н.К, * Н.К. 
ЕЖ, ЖЖ, Н.К, H.K €C H@K {д4 H 5 K ЖХ 
时 , 才 有 
Н.К, HK = Н.Н, • K,K e = (Н;,К)СОН„,Ку), 
才 属 于 直 积 群 . 


S1.6 同 构 . 同 态 与 扩张 


БЯ ” 设 有 两 个 同 阶 群 G 与 G' , 
(7 — (р, = Е, g," giste)’ 
G' = (g'i = E' sg! gy), 
两 者 之 间 存 在 1-1 映射 (对 应 关系 ) ,并且 在 了 映射 下 保持 乘法 运算 
不 变 , 即 YggiEGCY g' i g € G ,存在 映射 а р g';, 
узш; > 表示 映射 是 双 问 的 ,两 者 互 逆 ). 
则 有 
BE gE je 
. 20 。 


这 种 映射 叫 同 梅 映 射 , 简 称 同 构 , 记 为 CC .不 难 证 明 , 同 构 
万 是 一 种 等 价 关 系 . 同 构 上 映射 中 1-1 对 应 指 保 持 乘 法 规律 不 变 下 
的 1-1 对 应 . 如 果 两 群 之 间 存 在 同 构 映 喘 , 则 两 群 具 有 结构 相同 的 
群 表 (乘法 表 ), 从 纯 数 学 角度 看 ,才干 同 构 的 群 ,元 论 其 群 元 表示 
何 种 数学 意义 和 物理 背景 ,其 代数 结构 是 完全 相同 的 . 因此 ,探讨 
与 它们 同 构 的 抽象 群 所 得 到 的 结果 ,只 要 分 别 赋予 各 具体 群 以 特 
定 解释 , 即 可 得 到 所 需要 的 数学 和 物理 结果 . 

@J 1 四 元 旋转 群 G= (EE,C4,Cs,Ci) 与 普通 数 群 G' 二 (1,1， 
一 1 ,一 1) 可 建立 同 构 映射 . 


E——1; Ci— 1; С < 一 > — 1]; Ci— — |, 
012 实数 加 法 群 G= (а) (а 为 实 参数 ?与 相位 相 子 群 G' = 
(e) CHE Е) Ж EH 
Qa- e! 


所 有 同 构 的 群 具 有 完全 相同 的 代数 结构 . 可 以 认为 ,从 数学 上 
来 说 ,它们 彼此 都 是 极其 “逼真 ”的 仿真 .有 了 时 ,我 们 退 而 求 其 次 , 找 
到 不 同 群 之 间 有 大 致 相 同 的 代数 结构 .这 就 是 所 谓 同 态 映 射 . 

同 访 映射 如 果 存 在 从 群 G= (е, дл,” зр, Баз 
зБ т) В С = (д = Е, 6, g'ia „g's ) BU) Bh 
Я, РҮ Em EGON=1ç1,2, t n=l," p) IV g CG, 


Bil E i . 
”~ ^ МА | 
` — g [э М — g j 
8;, -一 E р 22% 
且 保 持 乘 法 运算 规则 不 变 ， 


Bingin > g'g; (mn= 1,06, р), 
则 称 S 为 G 到 GG' 的 同 态 映 射 , 并 称 G' 同 态 于 G. 
一 般 说 来 , 同 态 映 射 不 是 1-1 的 对 应 . 同 构 仅 是 同 态 映射 当 p 
=] 的 特殊 情况 . 当 221 时 ,G 的 同 态 映 射 的 像 G' ,只 是 有 群 的 近 
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АЕ, ААЛ [R] g B.J 8 精确 ”. 

G; 群 中 被 同 态 上 映射 到 和 群 C 的 单位 元 g'a 的 集合 AN 一 (gglz， 
…,glp) 称 为 同 态 映 射 的 核 . 同 态 映 射 最 重要 的 性 质 可 以 用 同 态 基 
本 定理 表述 . 

同 访 基本 定理 RF С ЖЖЖ G 的 像 ,N 为 映射 的 核 , 则 有 

(1) N ЖС 的 正规 子 群 ; 

(2) f G'2G/N. 

ШЗ 先 证 定理 的 第 一 部 分 . 设 Y_ gu, g € N(1<m,n<0), 


按 同 态 核 定义 дЕ , g — E! ,或 记 为 
f(g1n) = J Eim) = E', 

集合 入 中 显然 包含 单位 元 ,这 点 由 反 证 法 极 易 证 得 . H T F) # ЮЖ 
射 保持 乘法 Сеа) = f Em) SC En) H 

Jf (E) = f(gngin) = f(gm)f gm) = fem) = Е', 
即 是 gu, EN. 仿 此 可 以 推出 gingin EN. 由 此 根据 $1.1 子 群 的 
ТЕЕ, МЕСА. 

< „Є N,N ZEG, Mi gua A) ЗЕ 96 76 gi =g Bing- 由 于 同 态 
映射 保持 乘法 规则 ， 

S Eim) = f(g ging) = Рв) (въ) (в) 
= f(g ')f(g) = fleg) = f(e) = EF, 

(e HG 的 单位 元 ) 故 g Є N. H + £ 的 任意 性 ,N 必 包 含 £u ËJ 56 
026. N dH F t G 3 B) 5ë ҖЕ Ж [н] ЕЕ Лу tu Е N 中 . 

再 证 明和 定理 的 第 二 部 分 .将 C 按 正规 子 群 N 作 陪 集 分 解 . 在 
其 中 任 一 陪 集 gN 中 任 取 元 素 ggim, 作 同 态 映射 

flggin) = f(g)f Em) = f(e). 

实际 上 ,gu 为 遍及 М 中 所 有 元 素 , 即 得 到 左 陪 集 gN, CER Bi 
射 为 f(g), 即 是 G' 中 同一 元 素 . 

É gi 55 g; МЕС 中 任意 两 元 束 , 作 不 同 陪 集 gjN 与 gjN ,并 
ХТУ gigImE gN ,V gjEInE EN, 令 

f(gigin) = B'i S EEn) = g';. 
. 92. 


由 性 质 ; f(g 1) SS (р), A fl (ады) = С), 
f[(gigim) EEn) | = f (gom E EEn) 
一 f(gim (в; gS En) 一 f (gr g,) ? 


fU (gigim) Сеш) d= ЛД (а.к) JS EBn) 
一 (8 l. g = f(gr pg;). 

E g' = g' (BB BJ ER Ж ph Я} 08 PAR), N Саду) = E, 
而 gí g; € N. 由 此 得 到 g€ giN ,与 假设 矛盾 . h E Z ,z' == 2, A 
[B] F Ж y ШЕ ЯҢ 1 ЕЖ. С rh pu # 15 G 对 正规 子 群 N 的 陪 集 的 
映射 是 1-1 的 .G' 与 商 群 G/N 同 构 . 

判断 同 态 映 射 为 同 构 映射 ,只 要 看 映射 的 核 N. 如 果 入 只 包 
含 单位 元 , 则 同 态 映射 必 为 同 构 映 射 .反之 亦 然 . 

例 3 群 G=(1, 一 1,i, 一 i),G' 二 (1, 一 1), 群 运算 均 为 普通 
乘法 ,由 G 到 G 有 2->1(z2 一 2) 的 同 态 映射 


] f 1 
—— |, D — 1, 
— 1 — i 
(G) (G') (G) (G') 
或 记 为 f(1)=f(~1)=1,， 


JG)=f(—)=-—L1. 
ЯШ ЕМ=(,—1).,& G/N=(N,K),E H K=G,—i. E 
然 G'=G/N. 

例 4 三 维 全 旋转 群 Ra= (R, Rp) BR 8 C,= (Е, р) (其 

H p 表示 反射 操作 ) 有 co 一 >1(p 一 co) 的 同 态 映 射 ， 

К;(0,Ф,ф) Е, 

(连续 变化 co 操作 ) ( 恒 同 操作 ) 
R0, ppp —— р 
(反射 操作 ) 
RH SLR O, p p) = Е,/(К;р) = р. 映射 的 核 N 为 群 {R;), 陪 
e 23. 


集 分 解 为 六 与 天 一 (Rsp) .实际 上 反射 群 C: УЗ ЭЕ С = 
(1 ,一 1 全 构 . 


例 5 HIRE G=H@K 到 群 二 和 天 均 有 同 态 映射 :G 一 一 


H 和 G 一 一 天 . 对 于 映射 R K 则 为 映射 的 核 , 且 有 H=G/K. 
对 于 同 态 映射 Ф, H 则 为 映射 的 核 , 且 有 下 = 二 G/H. 

注意 :任何 群 都 可 以 同 态 映射 到 单位 元 上 , 群 本 身 就 是 映射 的 
核 . 这 种 平庸 映射 没有 给 予 任 何群 结构 信息 ,没有 讨论 的 价值 . 一 
般 来 说 同 态 是 将 高 阶 群 映射 到 低 阶 群 ,扩张 则 是 相反 的 映射 . 

扩张 设 f 为 将 群 G 映射 到 群 G' 的 同 态 映 射 , 同 态 的 核 VC 
G, 则 称 G 为 群 G' 按 N 的 扩张 . 

例 6 在 例 3 中 ,G'= 二 (1, 一 1), 同 态 映 射 的 核 N= (1, —1), 
即 G' 二 NCG, 因 此 G 可 以 视 为 G' 群 按 N 的 扩张 .在 本 例 中 ,扩张 
正好 是 同 态 映射 的 逆 映 射 . 


ja] 题 


1. EASRA GG P, kA NCG REAR G 的 单位 
元 EN. 
2. 群 G 到 其 自身 的 映射 称 为 自 同 构 映射 . 令 gEGJY ЄС 


作 映 射 ,gi 一 >g-'gig, 则 映射 f(g,) 二 gigig 是 一 个 同 构 映 射 (此 
映射 称 内 同 构 映射 . 如 果 оС, B) 3: 1⁄1 0 2F F) 29 9k 552. 

3. 证 明 群 的 中 心 必 为 阿 贝 尔 群 . 

4. 给 出 群 G 5 Н.5\ҺЕЄН,\М g:EG, 则 集合 Z= (grlhgi 
= h) AŽ G 所 有 与 户 对 易 的 元 集 的 全 体 , 证 明 Z 构成 一 个 群 
( 称 为 有 在 G 中 的 中 心 ). 

5. 在 题 4 中, 如果 有 扩大 到 全 体 H 的 元 素 , 则 集合 Z' = 
(gr hgi=h, Y ҺЄН}Ж Л H {С рї фє.®4& HSG, BJ y£ 8 
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集合 Z' 变 为 什么 ? 

6， 在 Cs, 群 中 ,判断 子 群 NN 二 (E,C!l,C3) 和 子 群 KK 二 (E,m.,) 
是 否 为 正规 子 群 . 群 Cj. 可 以 视 为 开 的 扩张 吗 ? 或 者 是 NN 的 扩张 ? 
为 什么 ? 

7. kE HH v9 Ki С, = (A, A, А?, A= Е) 5 4318 3 3 #* 
G= (1,—1,1, —1)2£ F] 49 65 , £ Ж k k 25 383 3B Р]. 


51.7 Жо. BFAR THP YE 


群 函数 ”如 采 对 于 群 G 的 每 一 个 元 素 , 均 有 一 个 确定 的 数 
J 080) 对 应 , 即 Y g:EG, 有 映射 f 


z— f(g;) 60 (复数 域 )， 
СА Св) 29 ВЕ ВА ааа СС). 群 函数 也 可 以 是 矢量 
函数 .矩阵 函数 . 

对 于 有 限 群 , 群 函数 可 取 平 均值 ， 


ГС) = fee) (n 为 群 G 的 阶 ) 


显然 , 若 f(g.D20(V g;EG), 则 了 (g;) 宇 0, 并 具有 线性 性 质 . 
ac) + bJ: = af,(G) + b 7,00. 
O= DSe = 1 У) свв) 
EG ЄС 
= = У) Св) = 一 > fear. 
g,€ G g€ G 
群 空 间 以 群 元 g; 作为 基 , 其 所 有 线性 组 合 构 成 n 维 线性 空 
la] L, ,其 中 任意 矢量 
X= > f(g)g, Y= > gi)g,, 
EEC 


JDM glgi) 为 群 G 的 群 函数 ,在 工 .中 定义 加 法 满足 通常 线 
• 25 ө 


性 空间 的 矢量 加 法 规则 : 
c X + сї -一 >， (cf (gi) 十 Pg: ) gi. 


g € Ç 


再 定义 L, 中 数 乘 运算 (内 积 ): 
(X,Y) = ЭШ (DPE), 
其 中 /* (е) № f (g ) B!) Ж 35%. 在 群 空 间 1, 中 , 基 的 选择 当然 不 
是 唯一 的 ,以 群 元 作为 基 , 称 为 目 然 基 . 
在 L, 中 ,车 定义 两 矢量 的 秋 积 为 


ХҮ = | > в.) в.) | У!) | 
g,€ G g | € G 


>, Sgr Энн: PE) g, 


8 g /€6 G 


>) flgigr Deng: E L,, 


则 L, 是 封闭 的 ,构成 代数 . 
群 论 实际 上 包含 代数 、 流 形 和 拓扑 学 的 概念 . 我 们 在 此 简 述 以 
后 要 用 到 的 拓扑 和 流 形 的 最 基本 的 概念 . 
拓扑 空间 设 有 开 集 合 {(4) 的 一 个 族 络 , 其 中 脚 标 可 以 是 分 
立 的 1,2,3…, 也 可 以 是 连续 变化 的 . 如 果 对 任何 有 限 次 并 集 , 有 
ЈА, € 4, 
且 对 任何 有 限 次 相交 ,有 


Пл є 2, 
则 称 并 集 v= UJ A, 与 % К С, 2). 
例 1 nn 维 欧 氏 空 间 E,. 令 AES (а, ғ), х 28 E, 中 任意 点 的 
位 置 拓 量 ,a; 为 某 点 的 位 置 矢量 ; 令 |z—a; | <r, B É A а; A ER È r 
为 半径 的 球 内 (不 包含 球面 ). 显然 SC(ai,7) 为 开 集 . 则 


A = | JS (a;,r) Є E,; N Scar) Є E,. 
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BC e, Е.) h i +F2 18], 则 为 E 的 一 个 拓扑 . 

ЖЫН ORF A 的 数目 为 有 限 个 , 则 称 X= U A, ЖЖ 
致 空间 . | 

例 2 Е 内 任何 有 界 区 域 AE,. 它 总 可 用 有 限 个 开 集 S (a;,r) 
的 并 集 所 覆盖 ， 

例 3 任何 有 限 个 集合 构成 的 并 集 是 紧 致 的 . 

例 4 一 维 平移 群 T. 令 了 (a;) 代 表 直 线 上 到 原点 距离 为 a 
“А, ШТ, (о 在 直线 各 点 连续 跑 动 所 得 到 的 集合 ) 表 示 一 条 
xW K B 3 E, (В 1.6). 

0 Т(а;) 


а; 


1.6 

PRT 是 非 紧 致 的 ,而 其 任何 有 限 部 分 为 紧 致 的 ,这 里 Т, 
就 是 群 流 形 的 实例 . 

群体 积 元 ”群体 积 指 群 流 形 的 体积 . 在 此 我 们 不 拟 作 严格 的 
学 院 式 的 讨论 ,说 以 实例 说 明之 . 

5 4 T, 的 群 元 g. =T(a,) , 定义 相应 群 流 形体 积 元 为 

dz(g,) = da;. 
ШХГ FERR g. = T (a) ,体积 元 是 不 变 的 (图 1.7). 事实 上 ， 
djy(gig8;) = dp(gj8i) = dpy(gi) = da, = da. 
да; _— da, 


O а; а; + ба; а; + а; ü; + а; + ба; 


图 1.7 不 变 群 体积 元 


整个 群 的 体积 
V = | аиса) = | аа == оо, 


如 果 群 流 形 是 封闭 和 有 界 的 , 则 群 是 紧 致 的 ,否则 为 不 紧 致 的 . 由 
‚27+ 


此 可 知 Т, 为 不 紧 致 的 .这样 ,我 们 从 另 一 个 角度 又 得 到 例 4 的 给 
i£. 

Hó HARTË UCO). 

其 定义 是 , 群 元 U(0);z >r =z”, RPEN (C), 0E 
О (К) ЗЕ). 因此 

UC) = (U(0)10 < S 2х). 
U (0@)U(0@0'): 
UNU (0')x= UO zeit) = ze” • е? 
= zet 一 ze +D 一 U(0 ')U(0)=, 
即 U(1) 为 阿 贝 尔 群 ， 
UMUC) =U(0 + 0) = О (0 + 0). 
与 群 也 不 同 的 是 ， 
U(0 + 2r) = U (0). 

下 面 给 出 U(1) 群 的 流 形 . S ОС (0) зл t ju B] E — 4 = , 如 
图 1.8. 随 着 群 参数 0, 在 定义 域 从 0 到 2х 变化 ,代表 点 画 出 U (1) 
群 的 群 流 形 , 即 是 单位 圆 . 其 体积 有 限 , 流 形 有 界 , 故 此 群 为 紧 致 
群 . 作 群 积分 验证 之 : 

令 gi=U 0), daælg:)=dð;, 
显然 ， 
da (g;)=dz(g;gi) = du(gi,g;) =d0,=-d0 
一 const, 故 群体 积 


V=| аи) = К = 2л. 
ü 


U (1) 
例 7 三 维 旋 转 群 R,[ D JS i > 
O(3,R) |. 
图 1.8 UG) ЖЖ V g,€ R;, 群 元 g, 均 可 用 单位 矢量 
n° Уп WHH (О <У<л) Ж. _. 
RERA n ЮЕ, РЧ PRRD с (п, W), HP n 
是 OF 的 方向 ， 
. 28» 


U(0,) 


| OP | = v, 
则 群 流 形 即 为 此 球 ( 图 1.9 不 包括 
球面 ). 显然 , 流 形 是 有 界 的 , 故 R; 
也 是 紧 致 的 . 

将 n ВЕЖ л n == n 
(sing. соѕ У, sinfsin¥ , соѕ0), |] 
= в (Е,0,ф), PERERA 

du(g) = Ҹ?аҹҸѕіпбабар 1.9 R: 的 流 形 


群 流 形体 积 


V = fau) = [av ° | singdo| dr 
0 0 0 
4 


== z < оо, 


EFAA V RRA) x. 原因 是 在 Ул, P n 65) л, 58 — 
n 转动 一 r, 实 际 上 是 相同 的 . 因此 在 球面 上 直径 两 端点 书 与 已 ' 系 
表示 相同 转动 . 由 此 出 现 O, 在 拓扑 上 有 双 连 通 结构 ,从 而 导致 双 
值 旋 量 表示 等 等 问题 出 现 . 实际 上 这 反映 物理 上 同一 个 转动 ,可 以 
在 右手 系 实现 , 亦 可 在 左手 系 中 实现 . O(3,R) 只 取 右 手 系 , 故 0< 
Ухт. 因为 在 т< <ç 2х 所 表示 是 相同 转动 ,只 不 过 通过 反 向 转 
5193 |8 у. 

8 ХЕ UC). 

17 (п) #70 n >< n А ЕЖЕ, Вр 


A А}; "° Ain 
А = А, А» -s> А, | 
А, А, °, А„ 


其 中 VY А, (п, у<л)ЄП(С),5 > 个 复 参 数 , 群 流 形 为 л! 维 复 
欧 氏 空间 . 么 正 条 件 为 
АТА = Е, 
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RP ЕЗ пхп 单位 矩阵 ,A+ 为 A B) Jo 38 38 96. 2 3 SE РЕЛ 
da(g) = |][а‹КеА„) [| а(їтА„)} 
亦 即 对 于 流体 体积 


у= |TTagea-， llama, 


= кел, ах 
其 中 Кед, 与 ImA, Ay 3] 3 Z 3 BE 3 An 的 实 部 与 虚 部 .但 么 正 条 
件 


At A = Е 一 一 DAD, (4) = д 
AA (м,А = ls” sh n). 
当 А= z В, 


= S A¿A,=1— У) | A °= 1, 25 Вр 
v=} v=1 


ІА, | S1 (gu, = 1, ,n) 
— ReA,, 5 тА, HAR. 
因此 流 形 体积 亦 有 限 ,因此 U Q) ЖЖЖ. 
局 部 紧 致 群 存在 不 变 体 积 元 (测度 ) ,但 群 流 形 体积 无 限 ,这 
种 群 叫 局 部 紧 致 群 . 


[п] АЙ 


1. 证 明 由 例 8 ЖТ ЖД 65 Z ЕЕ К Ж $- M K ЖҮ. 
2. 定义 集合 C 为 
С = (АЈА л X n£, E detA = 0), 
+ PV A.C u= 1,2, n) ERC), | Ж 6-10, 4 GL (п, С); 如 
V A,(g,.u= 1, 2, n) C€ Q (R), WJ Ж 2-10 5 GL n, R). 证 明 
СІ(п,С) 5 GL(n, R) 1 48 A #t (GL Pp general linear Ж). 它们 的 - 
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紧 致 性 如 何 ? 
3. 设 SLln,C) 与 SL(n,RR) 的 定义 为 
SL(n,C) = {А|А Є GL(n,C), Н detA = 1}; 
SL(n,R) = {А|А Є GL(n,R), R. detA = 1}, 
这 里 SL PP special linear (特殊 线性 ). 证 明 它 们 均 构 成 群 , 并 讨论 


4. 定义 集合 SU (n) 为 

SU(n) = {АА E€ GLn,C), H. At A = 1,detA = 1}, 
这 里 SU Ёр Special Unitary , ЖАР, НАЕ Z. 1 ЯД Ж Ж 
合 构 成 群 , 并 讨论 其 紧 致 性 . 


5. 定义 集合 OG ,C)5 SOGQ,C)2 
О(п,С) = (AJA Є GL(n,C), AA = E}; 
50(п,С) = {А|А € С̧І(п,С),АА = E,detA = 1) 
这 里 O 与 SO 表示 正 交 与 特殊 正 交 意 . 证 明 它 们 构成 群 ,并 讨论 其 
紧 致 性 . 

6. Ж O(n,C) 与 SOn, ORS P, Y Ap C O (R), BJ TZ 2 
O(n, 民 R) 与 SO(n,R). 证 明 两 集合 依然 构成 群 ,并 讨论 其 紧密 性 .其 
中 SO(n,R) 往 往 也 记 为 R,, 即 nn 维 转动 群 . 

7. 定义 集合 Sp(2n,C) 为 

8р (2п,С) = (А\АЄСІ (2п,С), B ÄJA=J},# P J A 2nX 
2n ЖЕ, 


证 明 任 何 Y AC Spn, C), B| дегА = 1; LA Sp(2n,C) 构 成 群 ， 
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# A Фе (T .GLOn,C),U (n), Oln, C) Sp (2n, C) £ 3 # ў 


#{.). 
8. 给 出 群 SU (п) 50 823 , И X 3 Pt 4k Ж. 


[ 提示 ;考虑 SU Q) t B th £ ЛА. 
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第 二 章 ” 群 表示 论 基 础 


群 表示 论 是 群 论 的 核心 之 一 . 对 于 群 论 的 应 用 而 言 ,应 用 群 的 
表示 论 尤 其 显得 重要 . 物理 或 工程 系统 的 许多 最 重要 性 质 均 依赖 
于 系统 的 对 称 性 ,相应 的 对 称 性 往往 可 以 用 不 同 的 对 称 群 描 瑟 . AB 
象 群 的 同 构 映 射 告诉 我 们 ,只 要 能 找到 与 这 些 对 称 群 同 构 的 一 般 
线性 矩阵 群 ( 即 所 谓 表 示 ) 就 可 以 从 矩阵 群 的 结构 知道 相应 对 称 群 
的 结构 ,从 而 获得 对 应 系统 的 许多 对 称 性 质 和 演化 规律 的 认识 .我 
们 将 矩阵 群 作为 所 有 抽象 群 的 表示 ,原因 是 矩阵 群 的 结构 便于 分 
析 


$2.1 群 的 表示 


1. 群 的 表示 


ЖС 与 正则 nxn 矩阵 群 { 工 ) 同 态 , 则 称 { 工 ) 为 群 G 的 一 个 
n 维 线 性 表示 ，, 即 Y Еа Сба=],2, +, т) ,有 映射 
Í: Eisis?" 9 Bim Т" rle), Г (г;) Є (Г), 


ЖА 了 是 保持 乘法 的 :gu grg). q m=1 且 映 射 为 
праи, ШИЕ 29 FJ ES B0 RERA BEA; Що] 时 ,映射 为 同 
态 的 , 称 表示 为 非 忠实 的 ,此 时 表示 只 能 反映 群 的 大 致 结构 ,或 内 
能 反映 G 与 同 态 核 N KAR G/N 的 群 结构 . 


2. 表示 的 基 


上 面 定 义 的 表示 ,实际 上 是 群 元 在 某 个 基 矢 组 下 的 表示 ,离开 
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基 矢 组 ,表示 无 从 谈 起 . 基 矢 组 所 张 成 的 线性 空间 , 称 为 表示 空间 . 
考察 群 元 如 何 作 用 于 表示 空间 中 的 矢量 ,可 从 两 种 观点 分 析 ， 
(1) 主 动 观点 . 和 群 元 只 对 矢量 投影 进行 变换 ,不 影响 基 矢 . 设 
V XEL. L, 28 n 维 表示 空间 , 则 利用 一 组 正 交 轨 一 基 矢 组 (6,}G 
二 1 ,2,"…,n) 对 其 展开 : | 


x = Ух, 
在 群 元 g. 的 作用 下 ,有 


r 25 r = Bax == gal È Tibi) = 216, * BeTis 
矢量 分 景 z, 变化 的 方式 为 


т; = (Ы,х)——»х'<= (b,x) = (bs gx) 


= > (6;,6.0,) х, 


j=l 


= У\Г(а.)х,, (2.1) 


其 中 D (g. j=1,2 n) ЖЮН, 0, ORR 
内 积 ,并 且 在 运算 中 用 到 正 交 归 一 关系 : 
(b; ,6;) == Ó; G, J = ] n). 


将 (2. 1) 式 写成 矩阵 形式 ， 

Tı Z 1 之 1 
T т', Dlan ... I'(g.)y, т, 

£ : — : I'(g.);; : 
z 并 : : х; |” 

: I (ge) “е [` (g.),, 
=, z', Tya 
(2. 2a) 
简 记 为 


组 


-一 > z' = Г(д„)х. (2. 2b) 
(2) 被 动 观点 . 和 群 元 只 对 基 矢 作用 ,不 影响 天 量 . ЕН] 38 < 
(bisbe bn Æ RT Ea 作用 下 ‚В 


b 5 Ы, = gbi. (2. 3) 
引 人 投 影 算 符 Pj 二 6;(2;,). 
Р,х=Ь; (6;,х) = ro. 
P; 有 性 质 . 
Pmz = zb, “(m > (а), 
Ўра = ЕХ ==> УР, 一 下 (完备 性 条 件 )， (2.4) 


# (2.4) EFT (2.3) KI i K $l E 5 пхп УЖЕ, A 


ЕБ = Ы = 515; G; gb) к= у bT ga). 


j=l {== 1 


写成 矩阵 形式 


Bp 


б, Os， s.. КА (P : y *°* O'n) 


Dla) "~ ГО), 
== (бу, *#**,б„) : : 


《 (go) DT (go) 
0 一 0 六 Cg). 
但 是 ,无 论 按 主动 观点 还 是 被 动 观 点 ,在 群 元 {g。) 的 作用 下 ， 


其 物理 结果 应 是 相同 的 . 试看 下 面 例子 . 


例 1 j L, = E, HERE x # z. 作用 下 的 变化 (x= 


3 
> =;b;). 
i=] 


Z —— T. 


3 3 
主动 ， x = D zib = Хг.) х. 
i=] i,j=1 
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3 3 
1 5) : л == 22, 2 rbT (gi 
显然 两 者 绪 及 相同 . 


例 2 ЗЛЕ Ж AA RAER 


数 办 = CL. =m). 讨论 系统 绕 Z 轴 转 动 a fa, J 2R A 
FR 经 历 变换 
R, №) 
g—— Ф = фа, ф-——» g = Фф — а, 
引 和 人 标量 函数 的 变换 算 符 Pr, 表示 在 坐标 变换 下 ， 


х» х = Rr, r= Rr, 
H hy ШРЫ ЖО sÑ АЧРИ, 
P Id (z) = Фф (х). 
对 于 标量 函数 应 有 
С (х) = (т), 
Ж Pad(z')=d (z')=¿d4(wgm)=¿(R х), 


即 ( 上 式 坐 标 r HAWA т) 

Pry(7) = y(R `' x). 
对 于 本 例 ， 
1 


д 


e" a) 


Раф, Сф) = PRP) = 


= e "0, Сф), 
即 Pr ЮЕШ ® TRAA F e=, 3 В Pr 相当 于 算 符 
ехр(—1/,а). 
容易 证 明 , 算 符 Pr 的 集合 texp( 一 iL.a)} 构 成 一 个 群 ,而 且 与 
坐标 变换 (R} 构 成 的 群 G 同 构 , 此 时 集合 {Pr} 称 为 群 G 的 线性 实 
现 . 


Из 量子 力学 中 线性 变换 算 符 的 变换 规律 . 设 有 线性 算 符 
L, 
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Za (z) = 1,(ж)фАО\х), 


在 坐标 变换 下 
=. р = Rr, х= Вх, 
W RR ЖШ: 
ФА (ж) — p alr) = PrYa lr), 
фв(х) ——> Фф (z!) = Рьфв(х ). 
但 此 时 ， 


L) —S L (x), Yela) = L Yal), 
BP Proglx' )=PrULCr pa (z')]=L'(z')PadA(z'). H + фл 的 任 
意 性 和 zxz' 的 任意 性 ,因而 有 
L' (х) = Рь1,Ох®)Р»'. 
注意 ,量子 力学 中 物理 重用 厄 米 算 符 工 表示. 我 们 已 证 明 , 如 
R 尺 是 对 称 变换 , 则 Pr 对 应 守恒 量 , 且 
Н,Р, | = 0, 
AF HARAKAR. 


3. 表示 的 特征 标 
特征 标 即 为 表示 矩阵 的 对 角 元 之 和 ，, 即 
Xr(g.) = Уг), = Tr[T'(g,) J, 


其 中 符号 Tr[ ` JAR SE BE B) Ж. 

1 fE $R BJ — 4 T ЖЕ Ж, Ej — Жл th |] — 3k Sp Ж BJ RF Ju B 
特征 标 相 等 . TE Ж ЕЗИ л; ЖН Жл EB E 3% u Е SE ЁШ 
ВЕ, В Diga OST Cga). X — ЕА ⁄ 52 UE : 

Тт T DP (ge T (g.)J = TriT EDEME (g.) |, 

由 于 求 迹 时 诸 和 矩阵 次 序 可 循环 移动 , 故 
Tr{T(ga eD ge] = ГІГ(вв)]. 
就 是 说 ,特征 标 是 类 函数 . 
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4. 等 价 表示 


车 {T(g.)) 为 群 G B n 维 表示 ,X 是 nXxn 正则 矩阵, 则 集合 
(I'a) CHp I g =X TCAA) IR ARR G 的 一 个 n 维 表 
示 , 称 为 表示 {T(g。)}) 的 等 价 表示 . 实际 上 ,由 

D'eD (рр) = (X !DP(g.)X)(X !PƏ(ga)2X ) 
= XOP (ga) "(g a) X 
= Į" (gage). 
即 可 看 出 人 (go)} 亦 为 群 G 的 表示 . 

显然 ,如 此 可 以 构造 许多 等 价 表示 . 容易 验证 这 些 等 价 表示 彼 
此 之 间 具 有 所 谓 等 价 关 系 ( 相 互 性 ,传递 性 和 自 反 性 ) ,形成 互相 等 
价 的 所 谓 表 示 类 . 群 表示 论 的 中 心 课题 就 是 找到 群 的 全 部 表示 . Ж 
在 问题 简化 为 寻找 群 的 所 有 不 等 价 表示 类 ,每 类 表示 只 须 找 到 一 
个 表示 就 可 以 了 . 显然 ,相应 同一 群 元 的 诸 等 价 表示 的 特征 标 相 
等 . 

在 同一 等 价 表示 类 中 出 现 多 种 形式 ,实质 上 可 以 说 是 产生 于 
表示 空间 的 基底 变换 . НКЕ r, yE L Н y=T'(g.)<. 当 对 基底 
进行 变换 时 ,6 和 = 二 bXi(i,j 二 1,…,n), 由 线性 代数 易 知 ,对 于 新 基 
底 ;y 二 (geo)zx' ,其 中 у = Xxy,z'=X<xz,D"(g.) = ХГ(е.)Х = 
(СХ) 'PƏ°g.)X `, 

显然 ,在 所 及 维 群 的 表示 中 , 恒 元 的 表示 矩阵 是 相应 ҖЕН] 
单位 矩阵 D(I)==E; 一 切 群 都 有 一 个 一 维 平庸 表示 ,或 称 恒 等 表 
示 ,就 是 V g&EG,PCgo) 王 1. 对 于 和 矩阵 群 ,其 本 身 当 然 也 是 一 个 表 
Л. 

例 4 循环 群 C, 

C, = (Eaya’y a 0 = Е) 


令 ш==ехр| | ;此 处 i 为 虚数 单位 , 令 荆 (a)==w?, 则 ГСЕ)=1, 


其 中 整数 0 委 如 委 2 一 1. 显然 ， 
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rla”) == (T'(a))” = w)” = А" (А = wi) 
(т = 0, +1, + 2,5), 

构成 群 C, В) — Е (А). A= 1 时 , 即 p= 二 0, 给 出 平庸 表示 , 当 
А51 时 , 则 表示 不 等 价 . 由 于 表示 都 是 普通 的 数 ,等 价 表示 必然 相 
等 .但 p 只 有 nn 种 选择 ,故此 处 给 出 C, 群 n 个 不 等 价 的 一 维 表示 
《 即 给 出 АЈ ЛЯ). 

15 二 面体 群 D., D, 为 一 操作 群 , 如 图 2. 1. 系 循环 群 C, 的 
操作 《用 元 素 a 二 Cs 表示 绕 О 点 转动 ), 再 加 上 对 Oz 轴 的 反射 元 


E 5:0 一 > 一 9 等 所 构成 的 集合 : 


D, = {lasa’y" a lsab,ab,* a" 1б}. 


容易 验证 D, 构成 一 个 群 , 称 为 二 面体 群 . 显然 有 关系 : 
а" = b° = I ,aba = b. 
一 维 表 示 Го 0(a)=T'2)(6)= Hu, 
To) = rV) = Г® СЕ) = 1, Гава) = ГӘ). 
由 此 
Го (ауу = IPG) =1, Г“ (а)ГФ(&) = 1, 
Вр 
ГО (6) = +1, Tla) = 1, la) = 1. 
当 n УВЕ, A ИВЕ. Г (а) = ГО (ь) =1; 
Г (а) = ГӘ (Ь) = 1, r (а) =1,ГӘ(Б) = –1; ГО (а) = 1, 
Г Ф) =1, ЕП ЕЗ 0, ЙЕЗЕ 67. 
34 n а И, 8 PS Fh uj gë: Г (а) = ГО (6) =1; Г (а) = 
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一 Po у= 1. 
二 维 表 示 引入 符号 4 与 o, X j E И.Е X OR 
A 0 0 1 
Г) а) == , Г) фу = , 
a т o 
ге) = |, ||. 
0 1 


注意 例 4 中 p 的 取 值 范 围 ,由 于 p 值 在 范围 0 之 p 志 < 一 + 内 的 表示 


2 
Е рсн 内 的 表示 等 价 . 我 们 得 到 [Cn 一 1)/2)] 个 不 


等 价 的 二 维 表示 . 
[п] 题 


1. Жаш F Т, = (Т (а) | —–оо<а<оо} #9 — #4 
# (TY (а) = 1) {ТГ (а) =ехр(Аа)), A F À p £ 8 Z 65 # ; 其 


1 a () 
SERRATO =|. "| ,并 证 明 (C7) 二 | (УР 


二 维 表 示 , 且 与 表示 人 (全 ”} 等 价 . LR EHAE RH E. 

2， 验 证 二 面体 集合 D, 构成 一 个 群 , 以 及 有 关系 式 :aba 一 6; 
ab=ba” * ,ba=a" 1Ь. 

3， 斌 证 Y 7TyyE L,,y=T(g.)z=, 5 IRRE R: b = X b 
CX 为 nXn ENER), A х= Хг, у = Ху, Г (g) = XI lga) 
Хе, у =I (ga). 


92.2 表示 的 可 约 性 与 么 正 性 


群 的 表示 可 以 分 为 不 同 的 等 价 类 . 首先 我 们 将 等 价 表示 中 结 
构 最 简单 、 便 于 讨论 的 表示 找 出 来 . 
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1. 可 约 表 示 


从 线性 变换 的 观点 看 ,者 表示 空间 L, 中 存在 子 空间 Lm On < 
n) ,在 群 G 的 作用 王 是 封闭 的 , 即 Y >€ Л, gcEC, 有 
Z = g< € Lms 
M 称 为 L, 的 不 变 子 空间 . 在 线性 代数 中 业已 证 明 ,通过 适当 的 
线性 变换 (相似 变换 ), 表 示 和 矩阵 总 可 以 变 为 如 下 三 角形 式 ( 下 三 


fB); 
D° (в,) { О i 
Г(р,) = — . ННН (V g. € G), 
X(g) рә) |)" 
-一 -一 ! ~ 一 


则 该 表示 { 荆 (g8.)}) 称 为 可 约 的 . Ж ЭШЕН (D°?) (g,)) Sp (D° (р.)) 
分 别 为 群 G 的 (xn 一 9) 维和 zm ERR. 
B ggeEC, 且 gagp 二 grEG, 则 有 
T Cer) = I'(g.ga) = EDT (ga) 
DP (ру) : О , _ 
zl(gy) x D” (g,) ут 
nom — Įm 
Ж D (ву) = Р (g) DY (вв), DP (ру) =D? (EDD? (рв), 
X (25) = Х(в.)0% (вр) + DP (ga) X (ga). 
ЖҮ XELn,Y ғ.ЄС, 


п — т 


| Р (р,) . O Tı DP (g) 2, 


+ 
TP 


| X (g.) : D? (ga) X (р,) ж; + 02 (g.) =; 


a A, Є =] n—m ЛЕ) ТЕ Р 25 |8] L, (п-т 维 ), 是 不 变 子 空间 . 
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换言之 ,表示 空间 存在 真子 空间 ( 除 空间 本 身 外 的 子 空间 ) 与 相应 
表示 的 可 约 性 互 为 充 要 条 件 . 


2. 完全 可 约 


对 于 许多 群 , 至 少 是 对 有 限 群 , 形 如 三 角形 的 可 约 表 示 和 矩阵 可 
以 通过 等 价 变换 最 后 变 为 对 角 方 块 形 和 矩阵, 即 对 VY EG, A 
Г(р.) —= Г (g) = X !P(g.)X (detX = 0) 
Ma | 
mal Г (g.) | 
_ — 
| 


则 此 表示 称 为 完全 可 约 的 . ШЕР РЕ Г Cga), Г (ш), ‘+, 
(gs) 所 在 的 空间 La Оп, Œ) s Le Ons Ë), L, (m, 维 ) 均 为 不 变 
子 空 间 ‚Н Ma tmi 十 … T n =n, 


Г) (р,) x. I'(g.)<=. 
Г (в) z | _ |T(g.)x;, 
Г (g) +, Г'(г„)х, 


其 中 х.х ох 分 别 为 矢量 > 的 分 量 , 它 们 分 别 为 momom 
维 . 就 是 说 ， 
LPLP QL = L, 
表示 空间 可 表 为 它们 的 直 和 . 或 表示 和 矩阵 T'(g.) P] И Жж 28 29 tü F 
直 和 形式 (Y ЄС): 
(go) = Г° (ga) 四 了 Cg) PB ФӘ Г Cga). 
ЖНГ Ced} {Г С(д„)),,4Г© (g.))5 С 的 表示 ， 
° 42 ° 


E (TO (go)} 等 都 不 能 再 约 化 , 则 称 此 和 Cg。) 为 “已 完全 约 化 
的 ”或 “已 约 表示 ”, 而 {TC(g。)}) 等 叫 不 可 约 表示 . 群 表示 论 的 中 心 
任务 就 是 要 找到 群 的 全 部 不 等 价 不 可 约 表 示 , 这 些 表示 的 相应 子 
空间 都 是 不 变 子 空间 , 设 集合 W= (Д, L.) V L, € W ,V g 


EG, 有 
Beli < L.. 


3. 表示 的 么 正 性 (Maschke 定理 ) 


有 限 群 的 每 一 个 等 价 表示 类 中 ,都 有 一 个 么 正 表 示 ， 
ШЗ 设 iT(g。)}) 为 群 G 的 一 个 表示 ,构造 以 下 矩阵 ， 


W = >` P+ (Ead Ba). 


g,EG 
n B F 5 iF 3ËE W 是 厄 米 矩阵 :W1+ = W. 
此 外 ,对 于 给 定 Ге») ы 
Гв) Гав) = Ъ\Г*(д\Г* (ЕГО) Га») 
є ЄС 


= 2, (gI ED TEDE gp)) 
g,€ G 


= SDH gD Ege) 


eEG 
=W, 
Вр T't(ga)WI (ga) =W. H 3 W 的 厄 米 性 , 故 可 将 W 表 为 
W = ХХ (X 为 由 XXX 正则 和 矩阵 ). 
其 蕊 矩阵 即 为 将 表示 人 ( 卫 (go))} 变 为 么 正 矩 阵 ( 姑 Cg) 的 变换 矩 
ВЕ, BI 
I" (ga) = XT (ga) X`. 
事实 上 ,VY EEG: MA 
I+ (е.)Г' (ge)= (ХГ g.) XTD (XT'(g.)X !') 
= (XH) TeX XT (ga) XT 
С 43 ° 


= (Хт) Tg WT (ga) Х 
= (X+) WX = (Xt) Xt ХХ! 
= Е (n X x Ë lu Y EE). 
本 定理 可 以 进一步 推广 为 :联系 两 个 等 价 的 么 正 表 示 的 相似 
变换 ,总 可 以 是 么 正 的 . 
定理 的 另 一 个 推广 是 , 它 的 实用 范围 可 由 有 限 群 推广 到 紧 致 
连续 群 .注意 定理 证 明 的 关键 是 构造 厄 米 矩阵 W. 对 于 有 限 群 , 求 
和 项 数 有 限 ,W 必然 存在 . 推广 到 连续 群 后 , 2 换 成 对 群 参数 积 


分 ， 
|г* (д.)Г(в.)а. 


АЙЖАЗ ШК Ж.Ш W 亦 存 在 .对 于 紧 致 群 , 群 参数 只 在 参数 空间 有 
限 范围 内 取 值 ,积分 收敛 , 故 定理 亦 成 立 . 至 于 非 紧 致 群 ,如 洛 仑 北 
群 这 样 重要 的 群 ,定理 也 成 立 . 但 一 般 情 况 下 ,对 于 非 紧 致 群 本 定 
理 不 成 立 . 

等 价 性 的 引入 ,使 得 寻求 群 的 全 部 表示 的 问题 简化 为 寻求 群 
的 全 部 不 等 价 的 表示 ;可 约 性 的 引信 ,使 得 问题 进一步 简化 为 寻求 
群 的 全 部 不 等 价 \ 不 可 约 的 表示 ; 玛 克 (Machke) 定 理 更 将 问题 简 
化 为 寻求 群 的 全 部 不 等 价 \ 不 可 约 的 么 正 表示 . 


lB] 是 


1. 证 明 有 限 群 G 的 两 个 等 价 么 正 表示 {IT(g)} 与 {5'(g)) 总 

可 以 通过 相似 的 么 正 变 换 联 系 起 来 . 

[| 提示 : 设 V z€ G,X-IP (gX =T (g), 2 b # TAH Y(detY 

= 0), Ж Ф (ХҮ)+ (XY) = 1, Y I"(g.) Y = I Cg). 

构造 W ХЕХ, 5 I" Се) B, B 5 E £ 6, ЖЕ, B] 6 *T Л] 38 

似 变 换 AW =V ИУ. N| у = уи", t P W”, = 
° 44 е 


б CT 72. Ü 

2. 证 明 有 限 群 么 正 表 示 或 者 是 不 可 约 的 ,或 者 是 完全 可 约 的 
(只 需 证 明 么 正 表 示 如 可 约 , 则 必 完 全 可 约 ). 

3. 8A T Z ЖЕ A 二 {4A;}( 其 中 4 一 0, 当 ji Ж л Ж 
ЖЛ F Z Я ЖЮ; F detA>==0, FEAA F Z. ЙБ; 
当 Y A; €C ( (c), WJ F = ЖЕЖ 2 1 X Ж. 

4. AnXn Ж T =. #j 3E FE 


1А," 1х, B|” 


ЖФ A.B 为 лу Xn 方 阵 ,4: 5 В, 为 п, Хп, У t , X, 5 Х, 为 n. 
Хп, ЖЮ. А ИЖ AERA, Ж Ж 
А,В, О 
С = АВ = x | 


= = m= = m m = = = = = = = = w = = < = m т Ж = Чо ы = = = = = * щш m & шы 


X,B, + А,Х, А,В,) 


$2.3 舒 尔 (Schur) 弓 | 理 


舒 尔 引 理 是 判断 群 的 一 个 表示 是 否 可 约 的 理论 基础 ,在 群 表 
不 理论 中 占据 极其 重要 的 地 位 . 在 此 针对 有 限 群 的 情况 加 以 证 明 ， 
其 适用 范围 可 推广 到 连续 紧 致 群 . 

舒 尔 引 理 一 设 iI(g。)}) 为 群 G 的 不 可 约 表示 ,其 维 数 为 /， 
M 为 4X! 和 矩阵 (detAf 尖 0), 且 VY goEG, 有 

MEC) = T'(g.)M, 

Д A= A E(E 是 单位 矩阵 ). 

MEB 设 zo 为 M 的 一 个 本 征 矢 , 即 

Мх, = Ато, x € Li( 表 示 空 间 ). 
令 хо==ГСОд„)х 亦 为 M 的 本 征 矢 , 本 征 值 亦 为 ,事实 上 
. Ду ° 


Mzxo= MI (g.)z, = T'(g,)M=z, 
= ALl (ga) £o = Ал. 
MUJ X ERG (20 |z;= T (g.)=z ,V g.) ЖАЎ f 25 lB] Lo H TV gage 
ЄС,Н 
Г'Сев)хо= [ (ge)l (ge) To = I'(g.ga)mo 
= ['(g,)=; = zç € L. (g.gs = g, € С), 
即 在 任何 群 元 作用 下 ,Z。 是 封闭 的 ,也 就 是 不 变 子 空间 . 
但 已 知 {T(gs)}) 为 不 可 约 表示 ,因而 不 应 有 真 不 变 子 空间 . 这 
意味 着 只 会 存在 下 述 两 种 情况 . 
(1) L= СБЖ). 由 于 在 复 空间 中 任何 正则 和 矩阵 至 少 有 一 
本 征 矢 ,这 种 情况 应 予 否定 . 这样, 唯一 可 能 的 情况 是 (2). 
(2) Lo 二 L,Y x€ L, BB Pr 8 ҒІ == lB] £ k > J E: M 的 本 
征 矢 ,本 征 值 为 4, 即 
M = АЕ. 
АРКО BE — BJ W er ER JR pR. Ar. 由 下 面 例 1 可 以 推 知 的 确 如 此 . 
@ 1 可 约 表 示 卫 (go 一 定 可 以 化 为 直 和 形式 (Do g.) 5 L 
W, DP Ce) H L, 维 ,) 


I Ce) = X !1DP' (zg. X P e 2 
Ба? 一 个 5а а O D? (е) | 
Еа ЖА n] Б АЕН 2⁄4 Е 
AL O 
М' = x Yan Ж#Н lz Pt B fv Н ) 
O Al, 


对 多 . W SK Je &F Z 5| FE — АЈ ТАД. 
FRIZ RTO gD) S5 {rO DARE G 的 两 个 不 等 价 
不 可 约 表 示 , 维 数 分 别 为 ЫІ, ЖН LX L, EEM, FN ga 
EG, 有 
МГ (р,) = rO (g, M, (2.5) 
则 
. 46 ° 


М= О (RE). 

ШЕВ (Г (go 与 人 (go 都 可 以 通过 相似 变换 化 为 
么 正 表 示 , 而 零 矩 阵 不 因 相 似 变 换 而 改变 , 故 只 需 证 明 IT Cea)? 
与 (六 go) 为 么 正 表 示 成 立 就 可 以 了 . 这 并 不 失 一 般 性 . 

在 (2.5)? 式 两 端 取 厄 米 共 斩 ,并 注意 到 Г (о) = I Cga), 
(go) 1 = T (р.), 48 

Г (g) Mt = M+ Г? (g.). 
用 M Z jk, Ñ , 3⁄ Ж PH EN 1 38 #F , A 
МГ“? (gMt = ММ+Г® (ga) = Гә (gOMMI, (2.6) 
Ө 5| Ж#—,ММ*+=АЕ,СЕ, 为 1, 维 单位 矩阵 ). 

若 L= 1,, WJ ER 1 £ FF A Г (g, = МГ (ga) M `. {8 Est ЖП 
(TO (g. 5 TO lD EREN, i M 必 为 det M= 0 的 非 正则 
和 矩阵. 但 ММ = АЕ, , E JH, 

detM + detM+ = (À): = 0===>А = 0. 

B — Jr Щ,ММ* = AE,(, >x L,) , Вр 


= 2, MMi = 2) |M, = 0, 

即 是 M,=0C4,v=1,2,. ,7,). 

车 LEl RAEE, S Ll. 将 M 阵 添 加 (一 4i) 行 零 , 则 
М ZR L, XL УРЕ М, B 58 Ë: 3 282 nj ММ =ММ*. RA 
(2. 6) 式 ,得 

NN+ = АЕ,. 

此 时 完全 等 同 /„==1, 的 情况 , 故 知 入 为 零 矩 阵 , 即 M 为 零 矩 阵 .由 
此 第 二 引 理 得 证 . 


问 题 
1. ЖМ Z nXn HERNA, ZN x€ L, 均 为 其 本 征 值 相同 


(A)65 ЖДЕ К, Ёр Mz 二 Az, 则 M LA AECE № пхп {4% БЮ). 
° 47 ° 


[ 提示 ;只 需 用 一 组 正 交 归 一 完备 秋 代 入 Мх=Ах 8р4]. 
2. 35 (DP'o(g.))5 2 (g,)) 35 3k 2 £ k = , | 88 — 65 iz 
明 吗 ? 试 论述 之 . 


3 2.4 正 交 定 理 及 其 几何 解释 


由 舒 尔 引 理 可 以 导出 群 的 不 等 价 \ 不 可 约 表示 的 两 个 正 交 定 
理 , 并 从 而 获得 寻找 有 限 群 或 连续 紧 致 群 的 全 部 不 等 价 、 不 可 约 表 
示 的 有 效 方法 . 正 交 定理 在 这 些 寻 找 方法 中 ,居于 中 心地 位 . 
所 谓 正 交 定 理 , 涉 及 的 是 不 等 价 \ 不 可 约 表 示 答 阵 元 之 间 的 正 
交 关 系 . 从 群 空间 Lo 来 看 ,这 些 正 交 关 系 实际 上 反映 空间 中 群 函 
数 天 量 的 正 交 性 . 
广义 正 交 定理 大 (IT (go)) 与 47 (g。)) 为 群 G 的 两 个 不 等 
价 \、 不 可 约 表 示 , 维 数 为 4 与 LGA LE ARE RRA i RER R E 
全, 它们 之 间 存 在 正 交 关系 
2 r° (в) Г? (g), = rë, bm (2. 7) 
ЖАГ? (go 与 (人 (go 为 非 么 正 表 示 , 其 中 Г a)n MERZ A 
DO (Cg) om. 
证 了 明 构造 L <l BB X, RER p T 5 q 列 的 元 素 不 为 零 
Х„„ = Ó, 0. От = lhiyn = 1, ,[), 
则 Z >< 2; 和 矩阵 
M = >; T° (g. ХГ® (ег!) 


„ЄС 
的 矩阵 元 化 为 
M mn = > re (g.,),w X Г (g. 1), 


É 


= У Уго ад a A Гә E 
Е. PQ 


. 48 ° 


— > pe (g), P (ег! у 


= УГО (g), T (в), (2. 8) 
此 万 (2.7) 式 左边 . 此 外 ,如 果 有 
O(g M = MT? (в), 


当 LÆ, L= fB (TO) 5 (T) RH fr BF, H aR, 
M=0. 
5 L =l, i= }С[н] — ра), H f Ера, М= АЕС 
位 矩阵 ), 因 而 
M,,, = Абы, 
而 (2. 8) 式 变 为 
M,, = У > TS Ea) mX p Tg) = АФ, 


go Pg 


Вр FE 
Mna = > TS (g), ГӘ (аг), = А, 
БИЕ A H М ж 
TrM = Ум DODO (aa) mn À (Ba Yum 
< = 

= 2 2 re (25 ӨГ“ (е,) ы 
= DETO EDOT E) Jn 
= 20, = gòn (g 为 群 G 的 阶 ). 


FEBR = и. 


À, 
综合 以 上 结果 ,得 到 
DDO (в) ГӘ Сда) = Ед, 


. 49 o 


广义 正 交 征 理 解释 : 
在 z 维 群 空间 Lo 中 构造 2/2 RU KR А (tiun) l (z): 
Linn 一 NDO (Ea) mn ° Ea (m | 1⁄1 == 1,2,-..,1;), 


zk, = YODO (в) tg mn = 1,2, ,4)). 
R 


ERAR ig) 和 定义 内 积 

(х,у) = Ух" (д„)у(д„). 
因此 广义 正 交 定理 可 表 为 

Crins Thn) = ZŠ, Š,,Ə,,. 


КЕ Ж {ta |т,п=1,2, 5 1. i=1,2, i c), ЖФ С 表示 群 С BJ 
全 部 不 可 约 表示 的 个 数 . 显然 天 量 集 {xm} 的 总 个 数 为 


SIE HGH Lo 中 构成 正 交 矢量 个 数 )， 


由 于 线性 空间 的 维 数 g 不 会 小 于 空间 的 任何 一 组 线性 无 关 
矢量 的 个 数 , 故 


ум < g. 
i=1 


者 其 中 等 号 成 立 , 则 说 明 {xzo)} 构 成 Lc 中 完备 正 交 矢量 集合 . 否则 
(Im 就 不 是 完备 集合 . 
特征 标 正 交 定理 # Xi(g.) 和 Xj;Cg。) 分 别 为 不 等 价 、 不 可 约 
表示 TO gF T? Cga) AIFF E ER o N S EXER 
SOX (gOX (g. = gó; Gj = 1,0). (2. 9) 


证 明 ”在 广义 正 交 定理 (2.7) 式 中 , 令 тееп, т=п ,并 对 т. 
т KA , 得 


У! У! pe” CE) „Г (Fa) nn 一 га Ô iÒ mm' Оним 9 


g, "т 1 т = 1 


即 
. 50 ° 


{. 
> x: (g.)X;(g.) ~ 一 ró, 2 9, -一 g Ó;; (2,7 一 1,2,::° ‚С). 
E ! m=] 


由 于 特征 标 是 类 函数 ,(2. DRET СЕТ 
令 Xt жож” НГ 28 32 НИНЕН, K HR G 
J BB JE С, Щ (2. 9) 式 变 为 
Sin XEL = рд, (2.10) 


k= 


式 中 m 为 第 六 类 中 群 元 的 个 数 . 
特征 标 正 交 定理 的 几何 解释 : 
在 Lo 中 ,(2.9) 式 的 几何 解释 是 容易 的 . 此 时 群 矢量 y, = 


У, (в.) ge, 可 构成 c КЕЗКА (X) (i 二 1,2,…,c). 它们 张 成 


с 维 不 变 子 空间 Le (2. 9) Jy E 1„ 中 {X;} 的 相互 正 交 关系 . 

(2. 10) 式 则 是 在 Lc 的 子 空间 Lk 类 空间 中 的 一 组 正 交 关 
R. Lx BEREKENEN gO FREER, EREA K 
TÆR, IRE Lx 的 维 数 为 天 维 . 令 V VE L. , 


К 
л, 
V, = У! = xt . z, 


则 《7 的 全 体 人 =1,2，……c) 在 空间 Lx 中 构成 一 组 正 交 归 一 矢量 
(V:i, V; =Ó, (б,у=1,2,®—›с). 

BPR SK. 者 等 式 成 立 则 表示 {Vi} 在 Lx 空间 中 构成 完备 集合 ， 

否则 (Vi 就 不 是 完备 集合 . 


1. 可 约 表 示 的 约 化 


正 交 定理 的 价值 在 群 的 表示 的 约 化 时 ,表现 得 十 分 充分 . 对 于 
有 限 群 或 连续 紧 致 群 ,可 约 表 示人 Cgo)) 总 可 以 通过 相似 变换 化 
为 方块 对 角形 式 , 即 V g.C€C G,detX=0, 


as 5] ° 


Го Cga) 1 


=p ели юли q арын xa s“ sm w w G“ a a s gh 


I" Cga) = XLP Cga) X = 


因而 可 以 表 为 直 和 形式 
Г'(в.) = 2 m (g), (2.11) 
Ф, 


其 中 m Ж КК (ГО (g.) ET oO PRAA. YE 
意 到 ,V g CG, 


Y'(g.) = Уут, lga). (2.12) 


i=] 


(2. 12) 5%, WW 32 E X? (g。), 再 对 g。 求 和 ,得 


> xX(g.)X'(g.)= У) PJ mix; (g.)X,(g.) 
Ba i=l] g, 


= уте; = gm. 
由 此 得 到 在 表示 {F(Cg。)} 中 不 可 约 表示 (Г? (g。)} 重 复出 现 的 次 数 
m= DX BOXE) 


z Урт" (g.)X(g.). (2.13) 
(2. 13) 式 是 对 表示 {了 (g。)}) 约 化 的 主要 利器 . 如 果 找 到 群 的 
所 有 不 可 约 表 示 的 特征 标 , 原 则 上 可 以 利用 (2. 13) 式 对 该 表示 进 
行 约 化 . 如 果 在 {m;} 中 只 有 1 个 为 1, 其 余 全 部 为 零 , 则 该 表示 为 
不 可 约 的 , 如 果 两 表示 对 应 的 {m;} 相 等 , 则 两 表示 必 等 价 . 
由 (2.9) 式 与 (2. 13) 式 可 得 ， 


У\ 6.) |? = > m: > g, (2.14) 
z€ G i 


„СО o 


Вр 2, m12g. 
等 号 ,成 立时 ,表示 为 不 可 约 表示 . 


іа] RA 


1. {Г® (р,)) 5 (rP (g,)) 5 Ж G 的 不 可 约 表 示 , 维 数 为 /; 与 

LX ALX dk E Et 2 M= LTP GAX? (271) ,请 验证 
D'o(g|a)M = МГУ (ga). 

2. 证 明 (2.14) <. 

3. 证 明和 群 CG 的 不 可 约 表 示 与 一 维 表示 的 乘积 是 不 可 约 表 示 . 

4. EAGAR TRT DN 8) 3 4E 3 X fr Гс 中 的 内 积 (X， 
XxX) 二 1, 证 明 此 表示 不 可 约 . 

5. 若 { 荆 (go)) 为 群 的 表示 , 则 { 攻 (g。)}) 与 {fT' (g.)) F] 29 *f 22 
表示 或 不 可 约 表 示 , 这 里 {IT" DN Ж (Г(р.)) #9 Ж жы. 
[提示 :应 首先 证 明 {I" GD RARE]. 


3 2.5 正则 表示 与 表示 的 完备 性 定理 


正则 表示 是 群 的 一 个 重要 表示 . 正 像 我 们 马上 就 会 知道 的 , 正 
则 表示 包含 有 群 G 的 所 有 不 可 约 表示 ,同时 它 又 是 极其 重要 的 群 
表示 的 完备 性 定理 证 明 的 关键 . 只 有 了 解 正则 表示 , 才 可 以 解决 群 
表示 论 的 中 心间 题 : 找 到 群 的 全 部 不 等 价 不 可 约 表示 、 


1. 正则 表示 


在 群 空 间 Lc 中 ,以 全 体 群 元 素 {g;} (i 二 1,2,…,g) 作 为 自然 
基底 ,给 定 某 群 元 gp, 则 V „ЄС, Ж J g, —— gap. €C G 实际 上 是 


# G 的 自 同 构 映 射 :G -一 ~G, 因 而 确定 群 的 一 个 表示 , 如 果 z, ZE 
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乘 群 元 ,相应 左 正则 表示 ,ge AREN, ЇН jv A ТЕЙ] ЖК, Ja Я 
讨论 左 正 则 表示 ,简称 正则 表示 ， 
现 确定 正则 表示 的 具体 形式 . 对 geg 展开 


& 
g, 8,8, = ЭГО д», 8, (a,7 = 1,2,"" g), 
g, 


(2.15) 
Jt h ЛОБ REJC re S $R ГС). srg В g,g.= gr 时 ， 
矩阵 元 为 1, 其余 均 为 0. 
АМЕ (Г (пв), ЭЕ С 的 一 个 表示 . 用 群 元 gege 
连续 作用 于 基 矢 上 ,VY gcEC， 


Zi 
Ba ——> (g,g,)g,= У 8381T (gx 
g (€ G 


= > > D (ga) e ГС)» * g, 


g,€ G „ЄС 
= X g [TEDT (g, )],,. 
g € G 
对 其 中 矩阵 元 先 作 通常 展开 ， 


[LEDE (ga) „= УГО oT Er 


= > bm6rps = У Bsr6y, ge 


= Ô- la, pa == Qua = (EE 2). 
其 运算 中 符号 5,,w 的 意义 是 , 当 Ба” Вг ° Ву 时 为 1 ,其 余 均 为 0. 此 
式 显 然 等 价 于 g+! ° g. = Ву 时 为 1, 其 余 均 为 0. 亦 即 eoar =ar. 
其 余 符 号 含义 大 致 如 此 ,以 后 正则 表示 记 为 {TD*(g。)}. 

正则 表示 的 重要 性 质 . 

(1) В T (ев) = 0р, УА ga = Е, Ж bv $ fE PR СЕ) = 
ТЕГ (Е) |= g(Y,a=1,2,- 6); 4 gg E,Y=a=1,2,- , g 
时 , 则 ду, 2 | == 0, Вр 
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Х“*(е) = 0 (V ge E С, g 5 С). 
(2) 群 G 的 任 一 不 可 约 表示 的 维 数 等 于 该 表示 在 正则 表示 中 
出 现 的 次 数 . x 
证 明 设 正 则 表示 根据 \2. 11) 式 约 化 为 
reg 六 一 2, mT Cg), V g. ЄС, (2.16) 
但 由 (2.13) 式 ,有 不 可 约 表 示 i 在 {IT"“*) 中 重复 出 现 的 次 数 


m= = Уо" DLEE) 


g,€ G 


Е 2 Ууд" (е.)ед, e = (XPE) 


„ЄС 
= [; (Жа) і 的 维 数 ) (2.17) 
(3) А8 ZM (Burnside) E EE. W 8 B E ik SE КИВ, Н 
其 中 为 不 可 约 表 示 i 的 维 数 ， 
WRA 由 (2.16) 式 与 (2.17) 式 ,得 
Гев.) = S LDO (в), Үк, ЄС. 
5 г.= E , B] JH, ЗЕ A 
Г" (E) = SULO (E). 
对 上 式 取 迹 ,得 
X“ (E) = УХЕ), 
即 


р == S1⁄. 
例 1 讨论 g=6 的 有 限 群 的 结构 ， 
由 ( 2. 18) 式 ,得 l=ls=1,ls=2. 两 个 一 维 表 示 对 应 是 阿 贝 尔 
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群 , 二 维 表 示 则 对 应 下 面 要 讨论 的 置换 群 S，. 

由 正则 表示 的 重要 性 质 , 可 以 立即 得 到 群 空 间 Lo 与 类 空间 
的 完备 定理 . 

群 空间 Lo. 由 于 О 4 正 交 矢 构成 的 集合 {X2?} ,其 总 数 等 
于 Lc WER g, 改 构成 空间 完备 正 交 矢量 集合 . 

类 空间 Lx. 由 于 LkxCLe,VY У?Є Lx, ЕКЕЖ (У) а 
以 由 („318 2). H (y... BJ ЗЕ ЖЕ, И P) EEV 2) Н) së ВЕ, Вр 

с= K, 

ME Ut BF G 的 不 等 价 、 不 可 约 表 示 的 个 数 等 于 群 С A BÉ л. 3t: Sa Ж 
的 个 数 . 这 是 一 个 非常 重要 的 结论 . 

2. 特征 标 第 二 正 交 定理 


特征 标 正 交 定理 (2. 9) 式 ,实质 上 反映 的 是 不 等 价 不 可 约 表 示 
的 特征 标 是 正 交 的 .第 二 定理 则 表明 ,不同 共 轿 类 的 特征 标 同样 是 
正 交 的 . 

将 (2.10) 式 改写 为 


>} л! Р Af А = ô; G,J= 1,2,е+,с). (2.19) 
n 


记 Ашк= А, Aut E c >C c 和 矩阵 元 ,因此 (2. 19) 式 变 为 


У\А Ар = >At А = E. (2. 20) 
00.) HIRE) L. (c= К) Н) — tH 1Е 2615, Ж) А 对 其 进行 
变换 
CEER ETET ) = Сф p 四 А | 
— Ф.А, 


由 此 得 内 积 
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(Фф. 站 一 > AZ A, (加 内) 


= > ALA, д, = > ALA, 


= 8,,. 
就 是 说 ,变换 和 矩阵 4 在 Z. 空 间 中 将 一 组 正 交 归 一 基 仍 变 为 正 交 
归 一 基 , 因 此 4 为 么 正 变 换 ( 和 矩阵 ), 亦 即 
AtA = AAt = E. 
Б ААт=Е 用 和 矩阵 元 表示 ， 


(ААТ), = УЗА, Ад 一 > АША; = бш, 


> А} — yt А Í TE yan — б , (2. 21) 
Р E 8 


УХ?" == Ow. (2. 22) 


这 就 是 第 二 特征 标 正 交 定 理 . 两 个 特征 标 正 交 定理 在 构造 群 的 特 
征 标 表 时 起 着 关键 作用 .至 此 我 们 已 经 基本 具备 对 有 限 群 或 连续 
紧 致 群 的 群 缩 构 进 行 分 析 , 寻 找 全 部 不 等 价 不 可 约 表 示 具 体形 式 
ШЭ) Ж ТЕ К йк. | 
/\®з Ж ЖҮҢГЖ ЖЕН + 38 38. 
舒 尔 引 理 -一 广义 正 交 定理 一 ~ 特征 标 正 交 定 理 , 即 
Y lay ye: = gO 
i = 


2; ХХ? 一 È Sp 
i п 


(1) 表示 {了 (g。)}) 的 约 化 


即 是 


或 


m; = LS mgh (g,)X(g,), 
£ ia 
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Dega) = D mT Og), V zg, € С. 
@, 
(п) 群 的 共 恩 类 个 数 王 不 等 价 不 可 约 表示 的 个 数 , 即 К =c. 
Gi) ЕЖЕН o=, 


Gv) Á u] ARR BJ Ж Z, ==, (fE Г (g. Н), 
(v) 不 可 约 判 据 


Ут? = 1 (2.23) 
i=] 
或 > n, | |2 = g. (2.24) 
Ë 
(а) RA 


1. 证 明 不 可 约 判 据 (2.23) 和 (2. 24) Á. 

2. 试 证 明 在 对 角 元 为 单位 元 瓦 的 群 表 中 ,Y ga。EG, 任 一 群 元 
ga 的 正则 表示 是 Г (g,)u Sua R P ;,7J=1,2, p n ARR 
中 ga 所 处 的 行 的 序数 ,y 则 为 群 表 中 g. 所 处 的 列 的 序数 . 由 此 可 
得 到 全 部 群 G 65 EM] (Г (о,)). 

3. Ж Le 为 阶 数 为 g 的 群 空 间 ,F(G) 为 Lc 中 任意 和 群 函数 ， 试 
利用 完备 正 交 基 {Xms) 对 FF(G) 展 开 . 


[ 提示: FG) 一 D Cm Ee) R P Cin = E D (ОЕ J 


4. £ Lk R] jP 606 38 ЖАЙ TAAK, AR 
元 素 对 应 的 函数 值 相 等 ,例如 特征 标 ОР. 试 证 明 类 函数 File) 
可 按 特征 标 展开 LERO 中 只 取 一 个 ,当下 相同 时 )， 
| 提示 : 先 证 明 Р, (о) Tj y. AROF, 
F, (ga) = Fi CER Ege) = 1 > Fi (gp gege) 
Б кеб 
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= 2С 一 УРУГ (gsl), To E) aT (вв), 


8pE G pat 


= >; = > Cin Tx Cg.) ' 
其 中 用 到 
SODO Cai Dml À (ев) 一 - Ô no N Smi | 


g€ G 


5. ЕГ НЕ (СОЖА Li 的 完备 正 交 系 . 
[提示 ;利用 上 题 结果 . ] 


52.6 有 限 群 不 等 价 不 可 约 表 示 
的 寻找 方法 


在 本 节 以 实例 演示 有 限 群 不 等 价 不 可 约 表 示 的 寻找 方法 . 首 
先 根 据 上 述 交 节 所 馆 基 本 原理 ,构造 群 的 特征 标 表 ,进而 确定 群 的 
不 等 价 不 可 约 表 示 及 其 维 数 ,再 根据 群 元 的 具体 含义 以 确定 每 个 
表示 的 具体 形式 . 
KUL Cn, 群 为 例 说 明之 。 


1. 确定 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 的 个 数 及 每 个 表示 的 维 数 
为 此 ,确定 群 的 共 轿 类 的 个 数 玉 ,这 就 是 群 的 全 部 不 可 约 表 
未 的 个 数 C Вр К = с. 
群 C+ = {Е,С,,С,С,ту my G, 6.) В] 5] А] 5 2 PD K=5, 
e = (E), е = {C4104}, ез = (Сі), 


€, == {Mx My} s» €s = (0.0,}. 


可 见 群 Cs, 有 5 个 不 等 价 不 可 约 表示 . 


再 由 伯 恩 塞 德 定理 > Ë = g, 现 在 g = 8,c = 5. 此 时 整数 值 


解 只 有 
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lL == 1, = 1, = 1, = 1( 一 维 )， L= 2( 二 维 ). 
51 设 G 为 8 个 元 素 构成 的 阿 贝 尔 群 , 求 其 全 部 不 可 约 表 
未 的 个 数 及 相应 维 数 . 
g 一 8, 共 恩 类 个 数 天 王 8, 即 不 等 价 不 可 约 表示 的 个 数 c= 二 8， 
由 伯 氏 定理 ,外 ==/ 二 … 二 4s 二 1, 即 全 部 为 一 维 表示 . 


2. 构造 特征 标 表 


一 般 可 以 利用 如 下 关系 : 

(1) 任何 群 的 不 可 约 表示 í X CE)=¿,. 

(2) 任何 群 G 均 存 在 平庸 一 维 表示 :TT (g =1V z,€ G). 

(3) 一 维 表示 就 是 其 特征 标 , 其 乘法 关系 ,与 群 元 间 的 乘法 关 
系 一 致 . 

(4) 对 于 一 维 表示 ,车 只 一 已, 则 y (go) 一 1 一 ezer"， 

(5) 两 个 特征 标 正 交 关系 . 


(6) Ж] Уп, || = z. 


例 2 n 阶 循环 群 G= 二 {Ea,…,a” а = Е), с=п. 
它 是 阿 贝尔 群 , 故 c= 王 天 一 g, 站 一 六 一 … 一 一 1 ,全 部 是 一 维 表 示 . 

由 于 а"=ЕЁЕ,й Г(‹(Е)=Г(а")=1,Ё[Г‹а) |'==1, 5 Ca) 
一 1 一 ezaw"(E 一 0,1,…)2 一 1). ARER л УЖ БН ЖЕ. 

令 Г (ay=e0@_-D0n( p=, n), Ж 2 e= (E),e,= {а}, 
er en = a) ЖСР x€ e, AA 

Г ( y)= Г“ (x) — rT (а" 1) — СГ) (а) |"! 
— [e?n JOD D 
其 中 p 为 不 可 约 表 示 序 数 ,m HWRE. 其 特征 标 ДУ? ЖЕ 
等 于 此 数 ， 
yo — Ге?" 02-000, 
此 群 的 特征 标 表 如 表 2. 1( 令 п 5). 
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类 元 素 m es 
不 可 а 
HEI р 

Р? 1 

х5") е%"/5 

ХУ” e2ri/5 

ҮР? e30m/5 

y£) e30m/5 e32m/5 


例 3 构造 C4, 群 的 特征 标 表 
R22 C,, 群 的 特征 标 表 


“2 КА el ез ез е, е, 
МЧ (E) ‹С},С}) (C+; (тх. тү! lauda) 


xi. 1 1 1 1 1 

x$” 1 1 —} 

x; 1 1 1 

yí 1 1 1 

xš 2 —2 0 
演算 过 程 如 下 : 


(1) 由 LE) =L 和 全 等 表示 ,可 以 填 出 表 中 第 一 行 与 第 一 
列 . 
(2) 考虑 第 三 列 ,ls 二 (C4}. h FLG] = E, Hf 2,7 (С?) = 
+ 1, %3 (Ci) = 1,9 (С) = + 1. 但 xt? (C1) = y? (C) = 
[XP CCDF, H ЖЯ, LX” (CD = 1= xë Ci), Bl E. 
X? (Ci = 1,00 =+ 1, G= 2,3,4). 
(3) 由 特征 标 第 二 正 交 定理 


> xy yu 一 £ Syy , 
л, 


i 


4 Р==]([, X), k =3(¿. Ж), Ж n = 1, ,xn = 2, н] 1% X% = — 2, 
(4) 对 于 ;一 5, 由 不 可 约 表 示 判 据 : 
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Уп. |0 | = z (g= 8), 
注意 到 n = l,n,=2,n =l, = 2,n;= 1,19 
yP — ү? — ү) — 0. 
(5) 由 于 тх =ту==02==05 == Е ,49 
Ко =+ 1, X°9 =+ 1, а= 2,3,4). 
表示 i 二 2,3,4 实质 上 由 于 序号 选择 的 任意 性 ,对 应 三 种 等 价 选 
择 . 只 取 一 种 就 可 以 了 . 令 X= 1,00 1, 二 一 1( 注 意 正 交 
х), д] 
X° =— 1, X? =— 1, X = 1. 

讨论 ”对 于 有 多 于 一 个 以 上 的 不 等 价 的 一 维 表 示 ，, 找 商 群 的 
表示 其 为 有 效 . 

例 4 Сз = {EC} Ci Mas mo me}. 


Ка в, Л — EXPE) = 1,X% (E) = 1, (E) = 
2. 此 外 ,X12 = XP = y” 三 1 平庸 表示 )， 

由 同 态 定理 C/N 一 CG, 商 群 的 不 等 价 不 可 约 表 示 系 群 6 的 不 
等 价 不 可 约 的 非 忠实 表示 . 令 N=G, 则 C/N 为 一 阶 群 ,对 应 平庸 
恒 等 表 示 (ГО (ea) = 01, z.€ G. $ N= (Е,С, Сз) G/N 
为 二 阶 群 , 除 平庸 表示 外 ,还 有 一 个 反对 称 表 示 її =1,% = —1 
(可 以 一 般 证 明 , 从 略 ). 因为 是 一 维 表示 ,表示 和 矩阵 即 为 其 特征 标 . 

当 m 维 不 可 约 表 示 (m >1) # n 个 时 ,如 习题 中 Cs 群 . 设 
(TO) 为 群 的 一 维 表 示 , (ГОРЕ BE BJ m т, ШОГО } 5 
(TO) ЮВЕ G 的 m 维 表示 ,特征 标 为 Xx = 1 和 КО. т 
Жл АВ — Кар HI # BÍ , 39 #E PR Ds 28 3: , 2, 5 B 5% Ж 
示 , 即 特征 标 全 为 实数 . 此 时 当 00561 В, y; 0. 

对 于 例 4, 不 等 价 二 维 不 可 约 表示 只 有 一 个 . 容易 由 正 交 关 
系 得 到 其 余 特 征 标 . 
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52.3 Cs, 群 的 特征 标 表 


3. 确定 表示 的 具体 形式 


原则 上 可 以 通过 约 化 群 的 正则 表示 得 到 ,但 过 程 繁琐 . 因此 往 
往 需 要 使 用 适当 技巧 ,直接 找到 不 可 约 表 示 的 具体 形式 . 

(1) 和 矩阵 群 . 利用 自身 表示 ,再 通过 下 节 介 绍 的 “表示 直 乘 的 分 
解 ” 方 法 ,找到 不 可 约 表示 . 此 时 可 以 视 为 线性 空间 坐标 的 齐 次 变 
换 ( 被 动 观点 ) ,然后 定义 坐标 的 函数 的 变换 算 符 ,找到 相应 变换 的 
不 变 盟 数 空 间 , 从 而 得 到 其 忠实 表示 . 以 后 在 李 群 中 要 详细 讨论 . 

(2) 抽象 群 . 先 找到 其 忠实 表示 ,然后 利用 (1) 中 谈 及 和 矩阵 群 
中 应 用 的 方法 . 

JS K C4, 群 不 等 价 不 可 约 表 
示 的 具体 形式 . 

建立 坐标 系 如 图 2. 2. С. 
群 元 的 操作 意义 见 第 一 章 . WV gE 
С, б. 为 二 维 空 间 的 变换 : 


yr 


当 ga” E 时 ,| го ;显然 ， 
У У 


1 0 
rp- 人 1 中 
0 1 


当 go 一 人 时 ， 
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(=; 
У x y 
| — y р + Г,.(С;) у 
—— = . 
x Г, (Сі) х 十 ГСС?) у 


显然 ,对 比 两 边 ,得 Pu (С) = Г, (С) =0,Гь(С ) = — 1, (Ci) 
=1, Вр 
0 1 
А! 
— 1 0 
其 余 元 素 可 以 仿 此 得 到 . 由 于 C, W H — T — 7, Е, 
群 C4 的 全 部 不 等 价 不 可 约 表示 都 已 找到 . 它们 是 


0 0 — 1 
mU eq 


0 1 1 () 
— 1 0 0 1 
0 一 上 — 1 0 
о al о 
“x lo 1 И 0 1 
| 0 一 1 h ' 
G, = 9 у — 
— 1 0 1 O 


6 异常 群 (Ambivalent group) 的 特征 标 X(g.)= X ` (ga). 
异常 群 定 义 为 对 于 某 个 gEG, 及 Y gsE€G， 有 go 一 g ga gE 
个 共 恩 类 中 包含 群 元 及 其 逆 )， 

证 明 ”对 于 G 的 任意 表示 

Dlg) =T(g grg) =r Dre), 
因 而 
XLED = ТІГЕ Dr e P (g) 
= Tr[r (e7) | = X(g¿ '). 
但 是 XCD = ХС.) l, XED =X (g.). 

二 面体 群 D, SU (2) 是 异常 群 , 循 环 群 SU Сп) (>> 3) WJ Æ ЧЁ 

异常 群 的 实例 . 
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19] 是 


1. 利用 同 态 定理 寻找 Cs, 群 的 一 维 表 示 . 

2. 利用 正则 表示 寻找 Cs, 群 的 全 部 不 可 约 不 等 价 表示 . 

3. GÉAR О = (1,1,3, 6, lij k} Жр P= 3 = 2 M 
1,1 = — ji=k li, j k А) 1 1,7 1, — ј, k= — Б, $ 
$ ii=jj=kk=1,ji=k АЕ Q 1 R — ЕЕ (Ж b 9 л, Ж). 

G) 给 出 ОЖ k +. 

(ii) Q 分 为 5 个 等 价 类 ， 和 群 为 异常 群 . 

ш) 寻找 群 页 的 全 部 不 等 价 不 可 约 表示 . 

[提示 ;5 АЛ ЖЖЖ A) (DI) kk) WEY gE 
Q,.,g; iz = (i 1}. J 

4. 给 出 Cs, 对 称 性 的 全 部 操作 元 素 集 合 , 它 们 构成 С... + 
Ж Cs, 群 的 全 部 不 等 价 不 可 约 表 示 . 
| 提示 ;由 于 二 维 表示 有 2 个 ,请 注意 正文 中 讨论 所 述 及 的 办 法 ，] 

5 证 明 犹 拉克 的 四 维 克 里 福特 CCliford) 代 数 

г, 十 ry = 2д„Е (pv = 1,2,3,4), 
& EB THR С=(Е,Е, кутту, (и) от Си) rs， 
rs Раз ;其 中 二 rirzrars AV geEG,gs 二 一 go 求 其 不 变 子 
PEN 及 相应 商 群 ;寻找 此 群 的 全 部 不 等 价 不 可 约 表 示 . 
| 提示 : 群 G 的 阶 8 一 25 一 32, 不 变 子 群 是 N= E, Enronin), 


эзлэ rss ,其 阶 h 二 8, 则 商 群 G/N 的 维 数 d 一 二 一 4 # p 
为 群 G 的 第 i 个 不 可 约 表 示 的 维 数 , 则 对 子 群 N, 有 a/p = R 
一 一 艾 托 定理 . 本 题 4/p; 二 整数 , 故 G 的 不 可 约 表 示 的 维 数 为 一 
维 、 二 维 或 四 维 . 商 群 G/N 二 {N, (зт) №, бат) №, б) Ы. 
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$ 2.7 表示 的 直 积 与 直 积 群 的 表示 


1， 表 示 的 直 积 


设 (Г (g,) y j (T') (g,)) ARG 的 两 个 p 维 与 g 维 表示 , 则 
可 用 和 矩阵 直 积 的 方式 构造 集合 
(TD) = {Г© (в) OQTOG), Уд ЄС. 
可 以 证 明 该 集合 构成 群 G 的 表示 ，, 称 为 直 积 表示 . 
Г” (е) Г” Cg) 可 以 显 式 地 表 为 
гр г») гр гө] <s DRI” 
Г(в.) = | | 
PRL] з Г ГӘ] 
其 中 ГГ ] s R Е ә БЕ ГОН. 显然 DT (g. 
(РХд)ХО\рхд) ЖЕЕ. 其 矩阵 元 可 表示 为 
I (g), == Г (g), (g). mn = 1, pra, = 1, q). 
此 外 ,有 重要 关系 
Ге (g (г) ] = Tg) mT (8). 


> [Pe (g), T' (g, T' 2 (g, T (Са) в] 
isj 


> [DO (ED mT EDn JLE ETO (g,); J 


Г (р)Г (g,) J, TE EDT” (g,) Jag 
Го (DCE eD] [TH (д) Г” Ce, )]} mang 
(m,n -一 1 pa, B = 1,6,4). 


亦 即 
Г (д) © ГР (в ПГ (g,) © Г (g,) J 
Ф 66 * 


= [Г (Г Св] Q [LE EDO] (2.25) 
Ва А TERE G 的 一 个 表示 : 
Г(в0Г(в,) = [Ге (р) @ Г СЕПГ (g,) © ГУ (g,) ] 
一 PO (gre (р,) | © [Г (g T CAR 
= [Г (де) ]@ LTP (g,g,)] = Treg). 
例 1 设 系统 由 两 子 系统 构成 ,两 子 系统 之 间 相 互 作用 可 以 
略 去 , 且 它 们 有 共同 的 对 称 群 C, 则 两 者 的 能 量 本 征 函 数 各 自 构 成 
# G 的 不 变 子 空间 L 与 L。. ЮЖ ЯА А С 的 特定 不 
可 约 表 示 (六 )} 与 (三 } 变 换 , 即 
РР? (z) = PEP (рх) = > УФ (х)ГФ (а, 


У 


Р.Ф (z) = PP (гіх) = >,Ф(тх)Г® (в), 


其 中 Vi (z)€ La V Ф (х) Є L,(o=1,`",n;y8=1, m). 
V в„Є С, ЖН) A W РЫК V (х) (х) Ф000 (x), 总 共有 m 
Xn 个 . 并且 

Р.Ф = Wo (g; =) 


= У) (ODP (z) (z) T (а, 


VÀ 


= Ў. ГГ (g.) QTE Cga) Jas 
VÀ 


HPR DOE (g. QT” Cga) ban. CE nan JE 3828 TO 5(Г®}) 为 
直 积 表示 的 矩阵 元 . HR E (w) (Ф 分别 视 为 线性 空间 L 
与 L, HÆ ГУШ УТЕ ЖЕЙ 1==1„691 XE LKA L. У L, BJ 
直 积 空间 . | 

|] Ф|] E J), Жн) S W РАК (u) ЖИ Сл (DT) 与 
(大 )} 的 直 积 表示 (及 AER. 
直 积 表示 的 特征 标 有 重要 性 质 : 

Frin Cga) ] = ТГ (g,)] ` Tr[T'2? (g.)J, (2.26) 

Хв.) = "(gOX (р), V geEG, 


у 
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2， 直 积 表 示 的 约 化 


设 直 积 表 示 {T(g。)}) 可 以 约 化 为 
Deg) = > mP Og), Ма. ЄС, 
Ф, | 


则 根据 (2.13) 式 ,应 有 


7; == ~ Dx (g.X(g,.) (g = pq) 


ш š > y EDLO EXP (g,.)]. (2.27) 


例 2 设 C 群 的 二 维 表 示 为 Г, 
Г? (©) Г) = Г) Ө Г“? ЄР Г (起 Г. 
在 量 于 力学 中 ,两 个 不 可 约 表示 的 直 积 的 约 化 ,通常 称 为 对 称 
RF G 的 克 莱 布 西 - 戈 登 (Clebsch-Gordon) 级 数 . 相应 的 相似 变换 
(使 表示 人 么 正 化 ) 和 矩阵 元 素 叫 C-G 系数 . 常用 的 C-G 系数 已 制 成 
C-G 系数 表 ,查阅 十 分 方便 


3. 群 的 直 积 ( 直 积 群 ) 表 示 


在 8$1.5 节 我 们 已 介绍 过 直 积 群 . W G 为 群 妃 与 天 所 构成 
W AER G=HOK. 现 讨论 G 的 表示 与 玖 天 的 表示 有 什么 关 
系 . 

WV H.EH(m=1,2,..,h),VY К.Є К(а=1, k), У Gma 
ЄС, 

Gna = H pKa. 
S H,H,=H,,K.Kge 二 Ky, 则 有 
G, G, = (H, K) (H,,K, = (H,,K,) = Gy € G. 

WD CHD PE TO (K.)) NW H 5 K BB A л. д 
Po (H, TO CH, = ГРН), ГФ(К)ГФСК») = rP). 
相应 的 直 积 ,并 用 到 上 节 证 明 的 矩阵 直 积 公式 ， 
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Г) ( H;) CO TT (К. 
= [Po (H, T (H,)] Q [S (KOT (K) ] 
= [TPP (Hn) © ГСК, ИГН, @ Ге(К в) ]. 
令 Г (Съ) =Г(Н)›@Г®? (K), MERE X 
Г (С) = Гә (СГ (Gng), 
其 中 Gnas G, ,€ G, Gr =G mGa E С.Г (С) А) — 11° 
表示 . 换言之 ,用 群 五 与 群居 表示 的 直 积 ,提供 了 直 积 群 的 表示 
的 构造 方法 ,但 应 强调 指出 ,并非 直 积 群 的 所 有 表示 都 可 以 用 这 
种 方法 提供 . 
进而 讨论 直 积 群 的 不 等 价 不 可 约 表 示 . 设 {(Pe>) (T) 3 
群 妃 与 玉 的 两 个 不 可 约 表 示 , 则 其 直 积 {P2 } 是 群 G 的 一 个 表 
Z , H k BJ FF {E $R o 
Y. (G>) = y,CH.)x,(K;) , (2.28) 
其 中 XCH) 与 XCKy) 应 满足 不 可 约 判 据 ， 
2》，XpH)X? (Н) = h ӨО@ЙН ЇЙ), 


v HEH 


> (КОХ (Ку) =k К ЮИ). 
V K €K 


上 面 两 式 的 两 边 分 别 相 乘 ,得 
hk= g(G 的 阶 ) 
> [Xp H, X, K.) ИХ, CH, y KY)’ 


H ЄН 
m 


Ky€ K 


一 >, X pa (Gma) X, CC ma) " ° 
С €G 


| 


由 此 可 见 , (人 ”CCo))} 构 成 群 的 不 可 约 表 示 . Л BB, ж 
(DP CHD STORD 5 H 5 КЖ #7, (Го) 
成 直 积 群 的 不 可 约 表 示 . 事实 上 用 这 种 方法 可 以 构成 群 G 的 全 
部 不 等 价 不 可 约 表 示 ， 
НАА ЖЕР, РГР) Tr) A 
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Уз, =h, > p = k. 
将 两 式 两 边 分 别 相 乘 ,得 


其 中 ¿1 = 1 WR RE G 的 一 个 表示 的 维 数 ,ci 与 c, Ля H Б 
群 天 的 全 部 不 等 价 不 可 约 表 示 的 个 数 . 上 式 可 改写 为 
2% = g. 

由 们 轧 塞 德 定 理 可 知 , 左 边 求 和 遍及 所 有 和 群 G 的 不 等 价 不 可 约 表 
7. 由 此 有 

推论 ” 直 积 群 的 全 部 共 恩 类 数 cv 等 于 五 与 玉 的 共 恩 类 数 的 
乘积 , 即 c= c, • сь. 

小 绪 ” 用 群 妃 与 天 的 表示 直 积 的 方法 虽然 不 能 构造 群 G 的 
全 部 表示 ,但 是 ,用 群 恕 与 的 所 有 不 等 价 不 可 约 表示 构成 的 直 
RER , 却 可 提供 群 G 的 全 部 不 等 价 不 可 约 表示 . 

з TERR. 

N 个 /和 矩阵 满足 对 易 关 系 

(Y. Y.) = YY, + УУ, = 281, иу = 1,2,6, №. 

由 六 和 矩阵 以 及 一 切 可 能 连 乘 的 集合 构成 卫 和 矩阵 群 . 

У, 短 阵 性 质 : 

Y= l; УУ, БУУ, = 0 (Z=. 
XE 8 K 4 L SK BJ B ЖЛ uj J Z IF 3 28 : 
Үт = У! = 7,. (2. 29) 
S У УУ, yu Д] У (—1)”% Оу, N 为 奇数 时 ,7, 5 У, (и 
1,… М) Я, ВА РКО ,У, 应 为 常数 矩阵 , 即 有 
y +E, М№=4п+1 (不 是 新 元 素 )， 
' (iE, М=4л— 1. 
当 N=4n+1 与 4n h, РЕВ F А; 33 М=4»—1Ҥ{,%йэҗ 
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H 7„\н=1,2,+е,М—2ЯП:Е. Aeir Un) = {r Un) 
(ЕЕ). 以 后 只 和 需 讨论 N=2n ЮН Tr ЖЕЕ. 

有 和 矩阵 群 G 是 异常 群 . 

V geEG, 一 goEG, 设 所 有 “十 ”号 z, 构成 集合 Г' 4 其 元 素 个 
数 一 g/2. 情 集合 的 元 素 , 即 从 N + 7, ЖЕФ m А) У, 矩阵 
Олл==0,1›,***,/)ҖЖ 1А ЖН ЛУ 5 

g/2 = Ch + Ck + Са + +++ C% + +: + C# = 2", 

故 群 的 阶 g= 2" (N =2n). 
显然 ,其 特征 标 在 自身 表示 中 ， 
rao = ЕНЕН. ga = + I, 
0, g, =+ 1. 
由 不 可 约 判 据 ， 
= 二 xe) = дїп, 


E ¿€G 
故 得 在 最 低 维 表示 中 的 维 数 d= 2" , N= 2n. 
Hkh dety = (—1) (N E4 时 ,dety,= 1). 
H +V gz,C I”7,#8 Tr(DT(g.))= 0, 9 gs 构成 完备 线性 空间 
La 事实 上 ,如 果 线 性 相关 ， 


JClge)gs = 0( 系 数 Clg。) 不 全 为 零 ). 


EET 
He ЄГ' АЖ И K JER 9,48 CC) =0. 仿 此 可 证 全 部 C (g;) 
=0,V z€ T". WILI dx d EE M H с, ДЕЛ, 
М = УС.) * в.,С(8.) = Tr(g7'M). 


g, € T" 

— HKK, N = 4n if, Et — л. Tr 38 #Ҥ H 8 — + d # 
表示 ;N= 二 4n 一 1 BW ,# W 4 А АЈ d ERR. 可 以 证 
明 ,两 组 等 价 的 d 维 不 可 约 表 示 r Sa BE, EER Е Ав 21 — W£ $ . 
如 限制 相似 变换 矩阵 的 模 为 1, 则 常 系数 取 exp (127т/4), ЖН 
О0О< <= 4. 
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r, ЖЕ E RE J АЖААН Жл): 
G) N:=2, 可 取 泡 利 矩 阵 和 单位 矩阵 ， 
у= о, У, = s, YX,=— 17, = o,, 1. 
Gi) N=2Gkh w ЕЕ). 
у= c, X co, У, = c, X o,, У; = o, X 1, 
Y, = o, Хо, У, = o, X Í =— YYYY. 
(MERR ERESI | Et f 1⁄1 , Pa Bb 3 T ЖН) 27 \/ А] FR 
(Hpi CP ЖЖ PES ZMH. 


问 кй 


1. ЖЕФ ГЖ Ф.Ж 
у? = (— Уо, 

式 中 У„=7,7, Ух. 

2. 斌 证 N= 4n 5 N= 4xn+ 1 #05 ГЖ. 

3. 证 明 当 N = 2n 时 ,满足 反对 萄 关系 

{7„,7,} = 20.1 (иу 一 1 N) 
的 两 组 d ERTH TYN р, 
Y! = X-1y,X(3t p X ља x d W. ,detX = 0) 

[ 提示 ;证 明 其 特征 标 相同 . 注意 到 7, EM Aik. Ж. LEH, 
本 征 值 为 士 1, 且 成 对 出 现 , 否 则 不 会 零 迹 . 故 
td, У, = + І, 
0, VAI. | 

4. АЖ G= (Е,0,) 5 G= (Е,0.) фо, 5 о, A 
# u 4 5 ú Ы) 180°, и 5 ú £b F) & Ф Е, Н ал59 Ë ) 
的 直 积 群 为 GOG: =G = {1,С},в„,вс„}С P C; 9 9 z 轴 的 旋转 
п). 由 G, 5 С, 的 不 等 价 不 可 约 表示 构造 群 G 的 全 部 不 等 价 不 可 
HTF. 
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XO) = X(7,) = | 


SS ”物理 学 中 的 置换 群 


本 章 及 第 四 章 我 们 初步 介绍 群 论 在 量子 力学 及 晶体 物理 中 的 
应 用 ,主要 涉及 有 限 群 论 . 同时 还 比较 详细 地 介绍 置换 群 与 点 群 . 
实际 上 ,这 些 内 容 限 于 群 论 的 初步 应 用 ,但 已 足以 使 我 们 相信 , 群 
论 在 目 然 科 学 与 工程 技术 中 有 无 限 光 明 的 前 景 . 


У 3.1 维 格 纳 (Wigner)- 爱 卡特 (Eckart) 定 理 


1. ХРАНА ВЕЗУ 


Е А, RITE £ k #| ТЕ Ж PE XF TF, EEA E 
BJ Æ ME РЁ R Ek XT PR EE С 的 表示 {IT(g。)} 变 换 ， 


Р.Ф,(х) = @,(g;1z) = DOOI Ee (3.1) 


AP m j À tE PR {(Ф„(х)}(о==1,2,+,я) ХЕЛ B| — ЖЕН, A 
ЖЩ m 重 简 并 . {T(g。)}) 称 为 对 应 能 量 Е 的 表示 . (6, (>) ) EJ Ж 
尔 伯 特 空间 中 的 不 变 子 空间 . 选取 么 正 么 模 表 示 作 为 所 有 等 价 表 
示 的 标准 形式 , 则 可 作 如 下 约 化 : 

| Г(е.) = 人 iT Cg), V z, € С, (3. 2) 


X(g.) = D MiX Cga) , 


其 中 т, = >] хе EDLE). 


V „ЄС 


£ UT (g.)) A FEAR ME J = , uJ PJ) Fk B8 фк WE B) Ж FE ОО yE XJ 
角 化 ， Вр Г (gn) 二 XX ‘Г (р. Х,У + = [в] # < (@, (>) ) фа) 
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TACIE: T: 
PPC) = X OXE, (3.3) 
符号 1 表示 约 化 (3. 2) 式 中 所 含 的 低 维 不 可 约 序号 ,7 则 表示 按 
(TO (g。)} 表 示 变 换 的 子 函 数 集合 {B22}. 因此 , 若 P. 表示 元 素 g 
对 应 的 变换 算 符 , 则 
Р.№ (z) = XPO C ea) ё. Є С 
相应 (3. 3) 式 的 道 变 换 是 
Ф„(х) = ЭРЕ? Са) СОХ) D p. (3. 4) 
Х,У (ӘУЕ F £ | J S (ГО (g.)) 89 35 u fy) РЁ. 
S P 为 作用 在 任意 函数 B(x) 上 ,并 可 以 把 属于 不 可 约 表示 
(Г (go)}) 的 第 4 行 函 数 挑选 出 来 的 投影 算 子 . 令 


Р = У\Г®" (g), P.. (3. 5) 
5 a EG 
事实 上 ， 
PEDE) = >) EN (ГӘ (g), PRP (ХР)? 
Ep r Б, EG 
771; 
= S = I" Cga), 
2 z 24 Elg) py ) 


ЭЛК? CDT! gw СКР, 


— > yen (х) (X€ ) 2 


此 式 右 边 表 示 的 确实 是 B,(xz) 中 属 不 可 约 表示 {TT "(go)}) 的 第 
行 的 函数 成 分 . 
HEXA. 5), Вр 
= > PP = — Уух (gs)P,, (3. 6) 


E gEG 
即 是 
° TÅ ° 


Pog, — > (х) СХ) — > eo, 
r H i=1 


Жн {Ф?}(т=1,+ ,n)J8 T A BJ КГ Cg.) ) B) РЁ СН. 容易 
uE BH H (3. 5) 3 (3. 6) 式 所 定义 的 投影 算 符 满足 完备 性 、 正 交 性 、 等 
ЖЕТЕ СИ, 2] Ий). 
维 - 爱 定理 么 正 线性 变换 群 Po 的 两 不 等 价 不 可 约 么 正 表 示 
的 郴 数 ( 行 矢 量 ) 相 互 正 交 ; 同 一 不 可 约 么 正 表 示 不 同行 的 函数 ( 行 
矢量 ) 正 交 , 而 同一 行 肾 数 的 内 积 ( 即 模 ) 与 行 序 号 无 关 . 
证 明 令 ( 上 、 下 标 意 义 同 上 ) 
(т) = > PETO (а, 
(V g, € С), 
Р.Ф (х) = Y PPT? Су 
以 及 内 积 (不 同 表 示 的 行 矢量 ) 
(BO rO = XË, 
则 由 (3. 3) 式 ,可 得 
(Ф? P. Oy = У\ (Ф VO TO (р,),, 


= У)Х ГӘ (в), (Vz. Є С). (3.7) 


由 内 积 的 性 质 
(DP PP) = (Ф, PA t= (PT 16 РР) 


= УУГ (gry DP, FO) 
À 


= >) XT (ga) 
À 
即 是 说 ， 
XCO (ga) = P'O (AXi, V g. Є G. (3. 8) 
HREL, 


0 QGÆi BRA RRR), 


x 
À] (7 二 1,4 ЖЖ). 
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当然 ,常数 4 与 矩阵 元 的 脚 标 无 关 . 
2. 正则 简 并 与 偶然 简 并 


ERER E 对 应 的 表示 是 不 可 约 的 , 则 简 并 (二 1) 称 为 正则 简 
并 ; 若 对 应 可 约 表示 则 称 偶然 简 并 . 
设 系 统 的 哈密 顿 量 为 H= H +H, E rR {4% Н, 与 H, 有 相 
同 对 称 性 , 即 
[Pa Ho] = 0, [Р,,Н,] = 0. 
ВГ Со.) ЕНЕР (л) Ж ARR, 
Р.Ж (х) = > POPO Ea) YEG, 


H 
РІН, (х) | SH PE (xw) 


= > [H WO (х)]ГӘ g). 


xj + Е ТАТ ЭЕ, ВЕ t — A 8 + РЕ Su 
Е = (У, HEL) = д„АЕ, 

其 中 H VP (х) = ЕЧ? ‚НУ (х)=АЕЧ (хт). 
印 是 说 ,能 级 发 生平 移 , 但 未 分 裂 . 此 种 对 称 微 扰 不 会 消除 正则 简 
并 . 

对 于 偶然 简 并 , 属 同 一 不 可 约 表示 的 各 行 的 波 函 数 , 能 级 有 相 
同 移动 不 会 分 裂 . 但 对 属于 两 个 不 等 价 不 可 约 表 示 的 波 函 数 , 能 级 
移动 不 相等 ,能 级 会 发 生 分 裂 , 简 并 会 部 分 消除 ,直到 变 成 正则 简 
并 . 一 般 有 

(O H O) = д„б„АЕ. 

例 二 面体 群 De Е T f; 2 ШЖ. dH É) Їй 4k, 

图 3.1 AECH ITAR 其 中 每 个 碳 原 子 的 4 个 价 电 
了 于 ,有 3 个 5 电子 紧 紧 束缚 在 碳 原子 上 ,其 波 函 数 主 要 分 布 在 碳 - 
左 与 磋 - 氢 的 主键 上 . 另 一 个 价 电子 即 x 电子 绕 葵 环 转动 ,主要 垂 
直 于 环 平面 ( 见 图 3.2). 
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Н H 
H H 

H 
IX Z=6,K E: (n =1,1=0)2 个 电子 ( 填 满 ) 


L 壳 层 (n=2,1=0.1=1)%8 个 电子 (4 个 空 着 ) 


(a) 分 子 结 构 (b)c 电子 波 栅 数 分 布 示 意图 
图 3.1 aTh 


H 
图 3.2 莱 分 子 中 局 域 化 的 x 电子 


设 系统 的 哈密 顿 方程 为 
HY = EY, 


яф H = H,+ H,, H ,= ZT (p, 与 为 第 i 个 电子 的 动量 和 质 


量 ) ,HH 一 一 了) -表示 电子 与 碳 原 子 核 的 相互 作用 . 采用 变 


分 法 解决 此 问题 . 
(VIHIY) ` 


дЕ = Š Al = 0. (3. 9) 


+ TT • 


Je h g (r) & K її x шщ f CA 1%) BS K (OL Wk Bñ ҖИ, У (г) 
= 》 aðr г) ,ai 为 待定 函数 ,r; 表示 第 i 个 碳 原子 的 位 置 . 简 


记 中 一 出 (Cr 一 产 ) (一 ,2 ,6). 解 本 征 值 方程 以 确定 {ai} =l, 
2 . ,6(@(r)=brcos@e ”,b 为 常数 )， 


а 
(Н) | |=Е| | (‚,у=1,2,+,6) (3.10) 


Us ds 


或 等 价 的 入 期 方程 
det Н; — Ед,,| = 0, 
其 中 H; = (Ф, ІН |Ф,) = авф; (г)НФ,сг). 
ШЕЯ НЕ Ж D. 下 具有 不 变性 , 令 a= C' (转动 
27/6) b 为 对 工 轴 的 反射 操作 (如 图 3. 3), 则 有 
a° = b° = ГОН З), aba = b, 


y 
d 
С С 
----- ---—— x 
С C 
Р С 
2x/6 > Р Р 
x x 
O 
Р 
(а) 转动 a (b) E $} b 


图 3.3 Ds: 二 面体 对 称 操作 


集合 Р, = (І,а,а?,а?,а*,а?,6,Ба,Фа?,Ба?,Ба*, Ба) g=12. € 6 
а 78 e 


А Ж(с=К=6); 
e= {I}sn = l;e = (a) n=] зез= {asa `)},пз=2; 
e= {а?,а ?),па=2;ез= {аа *), n. = 2; 
e= {Ь,фа?,а?Ь) sn; =3 

(注意 :a 二 a T n5). 


6 
由 伯 思 塞 德 定理 с 之 ,及 一 12, 有 1,1,1, =1,,=l,= 


利用 维 - 爱 定 理 ‚ V aE 1% ‚Р.Н = Hg. 有 
(D |H (D) = jôu) H |i’, 
其 中 ФР? AR D, 1 Ж t ZJ £ л (ГО) Ë) ЯН w RR 25 [B] Н] 
基 ,2 一 1,2,…，6, 即 
6 
Р.Ф (z) = У\Ф®(х)ГӘ Cga). (3.11) 


Bs” 亦 作 如 此 观 ; G | H. 10У: Яй (sk B РЕ j) 
关 的 约 化 矩阵 元 , 如 此 会 将 久 期 方程 约 化 为 几 个 独立 小 块 , 而 每 小 
块 又 相应 更 小 的 不 可 约 表 示 算 阵 . 换言之 , 茶 分 子 能 级 按 D, 的 不 
可 约 表 示 分 类 ,每 个 表示 的 维 数 相应 于 能 级 的 简 并 度 ( 不 计 偶 然 简 
+). 
TFR D, 的 生成 元 a 与 5 的 6х6 KOR 38 Г(а) 5 ГОЬ), 
再 将 它们 约 化 ,提出 较 低 维 的 不 可 约 表 示 分 量 . 
注意 图 3.4 r 轴 连 接 第 一 与 第 四 
ЛЕЖАТ, УЙ 3. 3 不 同 . 令 P. 与 P, Ж 
未 生成 元 a 与 6 操作 (Cr 为 固定 矢量 )， 
PDr) = P.@(r — r,) = @(P. r — r;) 
=Ф(Р„(т — P¿`r,)) 
=Ф(г 一 PT!'r,), 
其 中 利用 了 对 称 关 系 Ф(Р„г)=Ф(г). 对 
于 近似 波 函 数 @(r) 一 pcosbe-“ 具 有 更 高 A АЫ. 
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的 轴 对 称 性 . 


Р,Ф, (ғ) == Р,Фф,(г 一 r;) 一 一 p, (br — r.) — Q. (r — b 'r;), 
亦 即 P. 与 P, 的 作用 使 得 


Pa: Ф,->Ф,->ФфФ,—>Ф,->Ф,->ф-»Ф,(%Ф%) , 


Р, ы Ф.Ф; , P, >D; ‚ 中 ;< 一 中、 ‚Фф, >D. 
H Р„Ф„= > ,ФЬГ„(а), E БИЕ Ж. 


СФ, Ф, Ф, Ф, Ф; Ф,) 


易 得 Г(а)) 7 33k Kk. 同样 方法 可 得 ГО). 


1 


rlia) == 


= OO O O O O 
с Оо Ф о: 


0 


O o O с к Q 


Г (а) Га), 


Г (а), 


O о e о O 


0 


©з e O O O 


0 


O e o о о со 


1 


O o O ср 


0 


= © © o o O 


O o e O Q со 


GO o — me o O 


с 


现在 约 化 这 个 表示 ,为 此 必须 找到 不 可 约 表 示 的 基 . 利用 D. 
群 的 特征 标 表 3.100, 群 为 异常 群 ,特征 标 均 为 实数 ) 和 和 约 化 公式 


ф 
D (g.) = > mI (ga) Y g. € G = D,, 
Di=!1 


XE) = YMAE), 


Ж rO COAH D, 的 第 i 个 不 可 约 表示 ， 


6 
m, = D k 为 群 元 类 序号 )， 
k=1 


. RO ° 


(3.13) 


33.1 Ds 群 的 特征 标 表 


& 类 序号 | e, ёз ез е4 és ёв 
i 不 可 约 表 示 序 号 n, = 1 пг = 1 n Í = 2 n= 2 1; = З = З 


y; 
Xs 
e р, ае 


H ra TOO E 28 Ë, Я1, ET 48 [5] — л Р 2 BP BF Jú BJ R. 
体 表 示 式 ,因而 易 得 其 特征 标 . 
V = Tr[r(E)] = 6, XH =Тг[Г(а%)]=0, 
Y? = Tr[rla)] = 0, XË = TriT(a’)| = 0, 
y@ = Tr[I'(ab)] = 0, XE = ТЕГО) = 2. 
由 (3. 6) 式 得 ， 


— 1 (1) ж (6) * _ 1 (1) + (6) ж 
771, 12165 + 6 X; ) 2 (Xi + Xi } 


m = T (Z +X) = аъ = 1, 
m = Lae +) = +G — D = 0, 
2 2 
т, = 0, m, = l, ms = l, me = ]. 
НЮ, P =P HLP HLP Y 
或 D'(g) = Г, +r + Г, + T',. 


注意 到 投影 算 符 (3.6) 式 , 现 可 写作 


C 
PO = "Ую" Tre) = DS, 
£ к £ 


z, € G, 


. 8] • 


其 中 Si 一 >, T'(g.) НА сь 类 群 元 求 和 . 因而 


g Ce. 


а J 


6 
PV = = = Ts (S, + S, + S, + S. + S; + S.) 


PL = ——(5,— S, — S +S, — S; + So), 


Р% = = @S, + 25, — S, — S), 


РФ — 2.025, т 25, + S, — 5,), (3. 14) 
其 中 S, 可 以 显 式 表示 ,因为 全 部 {Tl(g。)} 已 经 知道 . 结果 是 
10 0 0 0 0 
010000 -3 3 
0 01 0 0 O ОЕ з 
S, == 一 , 9, = эры: 
0 0 0 1 0 O Е О) 有 
0 0 0 0 1 O 
0 0 0 0 O 1 
А; В В: А 
S, — | ерте | Ы S, = | 70775 | 
В:А А: В 
А: С С: А 
Ss — | Wasa | $ Se — | 77770775 | 7 
С: А A : C 
其 中 A、B 和 C 为 3X3 和 矩阵 ， 
0 1 0 0 0 1 
0 1 0 1 0 0 
1 0 1 
С= 0 1 O 
1 O 1 
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的 投影 算 子 ， 


不 


代入 (3.7) 式 ,得 各 个 不 可 约 表 


i 
rH = бс сч =— — 
rq — кж =— =— — 
а 


И _ | 


#———nVrSaI  —rO n y 
“ч — е ті =“ Сз 
| | | | 
mA сү чч — с^ m 
| | | | 
СМ] і — С^: “ч m= 
| | | | 
ч 一 cq 一 一 < 
| | | | 
ч A — =— су о тч 
| | | | 
ч TT — < ч — 
| | | | 
w _————-—. IUS 


2 
— 1 
] 
2 
1 
— 1 


将 它们 作用 于 原来 正 交 基 矢 ,然后 只 挑 出 独立 分 量 , 并 归 一 化 . 例 


如 


. 53 • 


и) 2Ф, 一 Ф, — Ф, + 2Ф, — Ф, — Ф, Pi” 


Ф, — Ф, + 2Ф, — Ф, — Ф, + 29; — Ф, үх 

pa | _ | = $, — Š + 2Ф, — @, Ф, 2Ф;| № | 
Ф, 2Ф, 一 Ф, — Ф, + 2Ф, 一 Ф, — Ф, WS 
Ф, — Ф, + 2@, — Ф, — Ф, + 2Ф, — Ф, ves) 
Ф, (— Ф, — Ф, + 2%, — Ф, — Ф, + 2Ф, у) 


fT AE (У) HH О» =1,2,:. ,6)tF ы 只 有 两 个 独立 分 量 фу? — 
[2 — $: — h — 2p, — ps — pe], YP = c [$i —2é, + é, + ó, — 205 + |, 


其 中 归 一 化 常数 容易 定 出 6=c== 一 --. 这 是 二 维 表示 空间 的 基 
w 12 
底 ,其 余 可 仿 此 得 到 : 


rY =— (0, + @, + ë, + @, + Ф, + Ф,), 


м 6 
D, P? = = — Ф, + Ф, — Фо, + Ф, — Ф,), 
P e 一 e + @, — Ф, — 2@, — Ф, + Ф,), 


ү; 一 = + 2Ф, + Ф, 7 Ф, mu 2Ф, — Ф,). 


但 Г; 与 Г. Ж, Am P PO A V; W £ E 2 4k, 1E 2 4k 
后 的 у, 和 PEY, ,WV 和 V ASME 应 为 (去 掉 撤 号 ) 


P. e = — Фе — @, — @, + 2@, — Ф, — Ф,), 


1 
= лз Pat 2Ф, — Ф, — Ф, + 2Ф, — Ф,), 


Г.Ж 一 À og, + Ф, + Ф, — 2Ф, 一 Ф, + Ф,), 
м 12 


po 一 -元 +20, + @, — Ф, — 2@, — Ф,). 


e RA ° 


实际 上 ,在 新 的 正 交 归 一 基 矢 ,表示 和 矩阵 Г(а) 5 (5) 对 角 化 了 . 
Bp 

(WPL H| PE) = Sdu G | H || > == $ ó Е,, 

(E: = GIH), (3. 15) 
其 中 :与 7 为 不 同 表 示 的 序号 ,& 与 & 为 维 数 更 小 的 不 可 约 表示 的 
序号 . 因此 ， 
де | (W|IEIY,) — Eð; | 
E, — E 


(3. 16) 
其 中 E, E, Es; 和 E, 为 本 征 值 ,具体 数值 应 由 数值 计算 . 计算 表 
I,E, CSEKE; <E, ЙЕ Е.Е 有 两 个 x 电子 ,Es ЖП Е, 则 有 4 
+ x B+. 茶 分 子 系统 基态 是 2 站 十 4 了 £, #ЖЖЕ2Г,+3Г-+ 
Г. D. 维 - 爱 定 理 在 原子 核 核 谱 的 计算 、 量 子 力学 中 K-G (Klein- 
Gordon) 系 数 的 计算 中 还 有 广泛 的 应 用 . 


问 题 


1. 完成 D, 群 特征 标 表 的 具体 计算 . 
2. 证 明 由 (3.3) 式 定义 的 投影 算 符 具有 性 质 : 
PË PË =S PO CERE E RIE), 
POP 一 0 P, 
2 PW 二 P01( 单 位 矩阵 ),( 完 备 性 ). 
з. 具有 方形 势 阱 的 二 维 蕉 定语 方程 ( 取 “ 自 然 " 单 位 制 , 邻 h 
= 2 二 1),， 


. RD 


Ody _ gy 
ах? ау? 


+ Ү(х,у)№ 一 ЕМ, 


其 中 

а < я, [у < л), 

(zl Z т, |y] Z 7). 

求 该 系统 能 级 ,并 分 析 相 应 的 简 并 性 质 . 

[提示 :可 具有 Cs 对 称 性 .Ch 表示 空间 有 5 个 不 变 子 空间 ,相应 能 
级 与 波 函 数 为 : 


0 
Ү(т,у) — u 


(а) Е=?|[т+-к| „= соз 
Баж (Г); 

(b) Е = 2т°, № = ѕіптх ѕіпту, 生成 元 т, Ca = Pn F = 
Р = — №, (Г (g.)); 

(с) E=m +n, Ж. =5іптл ѕіплу, Ў == ѕіппл sinmy,P,,V/, = 
—Y,, P.V =—W,,P,W',=— W, PAV,= — WV, 对 应 


— 1 0 0 —1 
ron) = | |, гс = | | 
О —1 — ] О 


т+ |z cos mm 十 去 |y， 对 应 


不 可 约 表 示 


— 1 0 —1 0 
ro -| 中 тесо-[ 7 9. 
0 一 上 0 1 


Ф, = = +), ФҖ(Г?},Ф, (ГӘ); 


(d) Е=|т+-у 


2 


1 2 
+ "+ | , W = cos 


2 


cos|n+4] y W =cos|n++]= СО$ 


= wW,, P.W =Y, P.F: =Y. 与 此 类 似 , 取 新 基 Ф. (Vit 


тА | 


тА y Р.Х, = Wi, P, V, 
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1 0 1 0 

Уә ЖГ) со |- D. ATO), B, А 
0 1 о —] 

Г}; 


2 
(е) Е = т? + (+5) | а = sinmz cos 


у) у, №, 一 


COS 


十 总 | x sinmy; 由 P, W, = ү ,Р„У,= —W,,P.V, = VW,,P,.V, 


1 0 0 —1 
= — Yi, [‹т„)= s IT (C) = ° za 


(Г (8 ) .其 中 (e) 是 正则 简 并 ,(c) 与 (d) 是 偶然 简 并 |. 

4. LAP, ARR H Ser y C le] AR R R AER A 
和 大 小 变化 情况 . 
| 提示 :已 亦 具 有 Cw 对 称 性 . (e) 类 能 级 移动 , 简 并 未 消除 (更 ;| 万 
| W) = (W, |H, | y = 0, (F, | H, |) = СУ,|Н,|%У,) = 


3 3 


x т л 27 : 
Є 3 2m? 3 On]? . (e) 与 (d) 类 简 并 消除 ,如 (c) 类 ， 
е re 2 _ 2 1 
(ФН, |Ф,) =e 3 т! 3 2п? + (т — п)? салу, ' 
„| ^^ [m n) | 2 __ _ 2 _ 
(D| NL 3 2m°] A 3 =] e| (тюп)? (т+п)?) 


Ф, |H, |Ф,) = (Ф, |Н, (Ф) =0. | 


3.2 置换 群 的 概念 
置换 群 又 称 对 称 群 ,不 仪 广泛 应 用 于 量子 理论 中 多 粒子 体系 
的 研究 ,而 且 也 是 研究 其 它 群 的 有 力 工 具 ( 见 习题 中 凯 芋 定理 ). 
1. ШЕУ 


设 有 1.2 ，… ,n,n T 5 Н) А] @ ,r; 与 s= 1, n), 5 E 38 
= 1,2,**#*›п 的 排列 , 则 称 
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Jy ЖУ) *°** 7, 
Р = | | (3.17) 


8 S, б S, 

为 一 个 置换 . 由 置换 的 定义 显 见 , 这 种 记号 显然 与 列 的 编 序 无 
关 . 因此 总 可 以 通过 适当 调整 列 的 排列 顺序 ,将 (3.17) 式 中 的 两 个 
排列 等 价 地 表示 为 


1 2 +; 1 2 ип 
R= |. | “| Q= | | |. (3.18) 
li 2 U In Jı J2 ° Г 


两 个 置换 民 与 @ 的 连续 置换 QR, 定 义 为 置换 的 滋 积 . 亦 即 第 
{ 个 对 象 经 过 R 置换 为 ,下 经 过 QQ 置换 到 у. 


例 1 给 出 
P-[ 2 345], e=[ ?3345 
3 4 5 2 1 3 1 2 4 5 
则 
or -| 4 5 2 Jf; 2 3 4 Й 
2 4 5 1 3113 1 2 4 5 
-| 2 3 4 1 
2 4 5 1 331 
一 般 有 


БШП 
Jı J: 3402р 1%; 1 
[u t + 4, ][1 2 п 
=|; kh, сз ‚|. i, | 
1 2 +. и 
- |, k, o ‚| (3.19) 
置换 中 人 恒 等 变换 就 是 不 变 序 号 


l 2 . y 
[Т = . 
Ë 2 e g 
{Н Р УЙЕ РНЕ. РР. FXE, 
. 88 。 


-| йо т "=I (3. 20) 
] 2 + n 


容易 证 明 ,n 个 对 象 所 有 置换 操作 的 集合 ,在 置换 滋 积 定义 下 
构成 群 , 称 为 置换 群 , 记 为 Sa. 


2. 置换 的 奇偶 性 
先 定 义 轮 换 操 作 , 即 /个 对 象 的 顺序 置换 可 表 为 


Q = G, ;, © j) = B K ... н Ри ... "| 
ty 18 "9" d li 1 
其 中 / 称 为 轮换 长 度 . 轮换 符号 中 ,数字 排序 不 能 改变 ,但 允许 数 
字 顺 序 移 动 . 如 
(ii 一 (tt == Cizl tt == ө 
任 一 置换 区 可 化 为 一 些 独立 的 (彼此 无 公共 元 素 ) 轮 换 的 乘 
积 ,与 乘积 顺序 无 关 . 如 
Р = |! 2 3 4 5 6 7 8 
3 5 7 8 1 6 2 4 


其 中 单元 素 (6) 可 以 不 记 , 一 般 地 ,如 用 1 一 1,2, ,2) 表 示 相 应 


j= (13725) (48) (6), 


轮换 长 度 , 则 P 0636484538 Иа ЖГ. ГА], ЖЕР 271 =n. Ж 
调整 序号 ,使 得 LLL" 21.220, ЩЖ (1) 称 为 n 的 一 组 
配 分 数 . 
令 P 忆 与 Q@ 由 (3.19) 式 给 出 ,考虑 了 ñ Ёл. ж 
1 2 ... 1 а, a, ... a, 
一 p = = 
© © bP J2 °... "| 


у R e Z, 


Q PQ= 


а а ДЕ. 2 „ 


. RO à 


(相当 于 PP 的 上 .、 下 两 行 均 Q 置换 ). (3. 21) 
将 此 法 则 运用 于 置换 的 轮换 乘积 表示 时 ,只 需 对 轮换 符号 内 的 数 
字 施 行 置换 Q RT. 

例 2 P=(124)(36)(5), 

1 2 3 4 5 6 

© = Ë 6 4 1 3 ,| 

则 
5 6 4 1 3 2 
] 2 3 4 5 6 
Q PQ = (463)(54)(4). 
即 是 说 , 取 共 斩 操 作 并 未 改变 置换 的 轮换 结构 . 于 是 有 重要 结论 ， 
置换 群 的 共 罗 类 与 其 配 分 是 一 一 对 应 的 . 由 此 可 见 , 置 换 群 的 不 等 
价 不 可 约 表 示 的 个 数 等 于 其 一 切 可 能 配 分 的 数目 . 

轮换 长 度 /=2 的 轮换 , 称 为 对 换 . 例如 ， 

Q = (\ї;, 1) = Ci iz) Gz i)e G,- i). (3.22) 
这 些 对 换 包 含有 公共 元 率 , 彼 此 不 独立 , 故 乘 积 顺 序 不 能 变动 . 任 
何 置换 都 可 以 分 解 为 不 独立 对 换 的 乘积 .但 是 这 种 分 解 不 是 唯一 
的 ,例如 可 以 任意 添加 偶数 个 像 (12) (21) 一 类 的 对 换 ， 

例 3 P=(13725)(46)(6)= (13) (37) (72) (25) (46), 
轮换 次 数 和 二 5( 奇 数 ). 但 

Р = (13) (37) (72) (25) (46) (12) (21) (35)(53), 
现在 4 二 9, 仍 然 是 奇数 . 

因而 有 重要 结论 , 任 一 置换 可 以 化 为 一 系列 对 换 乘 积 , 这 样 分 
解 不 是 唯一 的 ,甚至 对 换 的 个 数 和 A 也 是 可 变 的 ,但 是 4 的 奇偶 性 都 
是 不 变 的 . 据 此 所 有 置换 可 以 分 为 奇 置 换 (4 为 奇数 ) 和 侦 置 换 (4 
为 个 数 ) 两 大 类 . 恒 元 归属 于 偶 置 换 . 

设 两 置换 对 换 数 分 别 为 A, 与 人, 则 其 乘积 的 对 换 数 为 国 十 1 
EA S5 ABABA, ШЕН, ТЕА ЕА АЈ Aa 
置换 群 S, 的 一 个 子 群 , 称 为 交错 群 (Alternative group), T: £ А,. 
群 S, ВУЖ N n! 个 ,而 交错 群 的 元 率 为 n! /2 个 . 
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С): = | Е (1435) (26), 


商 群 5S,/A, 二 (4,,B,) ,其 中 B, 为 奇 置换 的 集合 . 商 群 为 二 阶 
阿 贝 尔 群 除 有 一 个 恒 等 表示 外 ,还 有 一 个 反对 称 表 示 , 其 中 A, 对 
应 1 ,而 B, 对 应 一 1. 本 (S,)= 二 (4,){1, 一 1}). 


j ж 
1. 验证 三 元 素 置换 的 全 合 Si: 
Em зз Аз 
в= (5 21) Shaa 


p= [' 2 3], к= |! 2 j 
3 1 2 l 3 2 
构成 群 , 并 给 出 其 群 表 及 全 部 不 等 价 不 可 约 表示 . 

2. 任何 轮换 均 可 从 任意 元 康 处 断 开 ,分 解 为 两 个 轮换 的 来 
积 , 即 

Ciz ig eee dp eee di) = (Ciy te Tp) Cip ippa ttt L). 

此 可 否 破坏 置换 的 奇偶 性 ? 

3. 证 明 凯 莱 (Caylay) 定 理 ; 每 一 个 有 限 群 均 同 构 于 由 群 元 素 
集合 所 构成 的 一 个 置换 群 (S, 的 一 个 子 群 ). 
| 提示 :构造 映射 f(gs),V gE€G， 


81 £ 2 s... En 
f Gg.) = | |, 
Е.Е Б.8 "* Б.Е, 
BagBl £ (Ë 2 s.. 2.2, 
J (gs) 一 | | 
Bel ELI) Be(BaB2) `" Bpan) 
81 8? ... En 


FEDS (ga) = | |= J (Egga) 


(GpEa)EI (gag.)g, "° (Ep) En 
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53.3 置换 群 的 正则 表示 与 维 数 定 理 


我 们 进而 研究 S, 群 的 群 结构 及 各 类 表示 . 
正则 表示 是 有 限 群 的 忠实 表示 ,其 一 般 定义 已 经 谈 及 ,本 节 讨 
论 置换 群 的 正则 表示 . 


1. 正则 表示 的 构造 


给 出 映射 

f:P 一 >nXnf(P) 和 矩阵 .矩阵 中 只 有 个 元 素 等 于 1, 其 余 均 
为 0; 置换 P 的 每 一 列 确定 A(P) 的 一 个 非 零 矩阵 元 1(P);; 其 中 
的 第 一 行 数字 为 列 脚 标 j, 第 二 行 数字 为 行 脚 标 . 置换 对 象 的 一 种 
HEJ RPH A ITRE. 


例 1 
0 1 0 O 
1 2 3 47°” 0 0 0 1 
ЕНЕГЕ 
4 1 3 25, 0 0 1 O 
1 0 0 0 
0 1 оо 
ооо 1| ` 
(a, a, a, a4) 0 0 1 O = (a, al аза,). 
1 0 0 O 
显 见 书 与 /(P)#8# —— XH BJ 3 Ж, AeH |А]. 
一 般 规 则 : 设 有 
pepi #77], 
i e i 


则 f(P) 的 矩阵 元 按 上 述 规 则 ,有 
[f (P,) | — Ow був + Oa, O28 十 … 十 бш) * бв 
(а, B 一 ] ,2,.. ,nn)., (3. 23) 
容易 验证 集合 (f (P.) |У P,.EG} 是 群 的 一 个 忠实 表示 , 常 称 其 为 
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正则 表示 . 正则 表示 的 维 数 等 于 置换 群 S, ҤЙ л! СЕП S, BJ Jú Ж АЈ 
TROD. 
由 凯 革 定理 ,任何 有 限 群 C 都 等 价 于 在 其 群 元 集合 上 的 置换 
群 4P(g。)) ,其 中 
81 82 ө En | 


P (g.) = | 
BagBl Eaz? t Babn 
MA ERAN, Н] 1 Е ШЕЕ E £ (о), АШ С BJ IE 
则 表示 . 这 里 的 定义 与 我 们 在 第 二 章 的 定义 是 完全 等 价 的 . 


2. 维 数 定理 


由 于 整数 的 可 能 配 分 数 等 于 S, 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 的 
数目 , 故 可 以 用 配 分 作为 5S, 的 不 可 约 表 示 的 标记 . 尤其 用 杨 图 
(Yong Pattern) 表 示 配 分 极其 简易 直观 ， 

所 谓 杨 图 就 是 对 整数 n 按 一 种 配 分 [4 二 [X29… Ак], n + 
方 格 按 如 下 规则 排列 起 来 的 方 格 图 ,其 中 第 i 行 的 格子 数 为 A.(1 
<:=< K). 由 于 配 分 的 规定 ,Ai 委 4， 因 此 杨 图 的 下 一 行 格子 数 不 
会 超过 上 面 各 行 的 格子 数 . 

例 2 Huj/rL 421 ]X5 53 E] K H $o 3⁄; E. 


K 90 1⁄4 ВЧ 


— 


[А]={421] [А]==[3211] 


AT ЭН АЈ КЧ ЖКА 5 И Ed ПУ + В, КОЛКУ ЭЕ SD B 5, nj 
LI WE BB H К BJ ЙЕ A R X= 二 Xt*1 у lD 
对 应 9, 群 的 杨 图 ,将 用 1,2,…,n,n 个 整数 填充 杨 图 ,使 每 一 
行 的 数字 从 左 到 右 不 减少 ,每 一 列 的 数字 从 上 到 下 不 减少 ,所 得 到 
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BJ жт TIRA AF НУ Ж E] , 称 为 杨 盘 (Young tableau). 杨 盘 与 9。 的 
不 可 约 表示 关系 密切 ,有 如 下 重要 的 维度 定理 . 

维 数 定 理 S, 群 的 配 分 [4j 所 对 应 的 不 可 约 表示 的 维 数 等 于 
该 配 分 杨 图 可 以 填充 的 杨 盘 的 个 数 . 

维 数 定理 我 们 不 拟 证 明 [ 证 明 请 参阅 H. Boerner, 
Representations of Group, North-Holland Publishing Со., 
Amsterdam,1963. j ,但 可 以 验证 . 

例 3 5;,‹е=3! =6)# 3 “39526 (K —=3),XFp 3 种 配 分 
[3].[2 1 和 [1 1 1j, 代 表 3 个 不 等 价 不 可 约 表 示 , 记 为 ГО Г 
和 Г. 

АЗ 205228. T 厅 

ëm [TT] 

( 配 分 ) 3] 

[2 = 
一 维 [111] 
一 维 


ва 


J 。 ”一 维 (对 称 ) ИНАН 一 维 
不 (反对 称 ) 


ЈИ ШЕЯ, ЛУ АССА = СА, A… ak 的 杨 图 ,总计 杨 盘 数 有 


k 


nl 
SS AD = aim, oma L| Gn. 一 т,), (3. 24) 


! КҮ 
17712 1 ө #<] 


其 中 m = A +K—;,K 为 杨 图 实际 行 数 . 
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3. S, 群 的 标准 表示 


显然 S, Æ S, 的 子 群 , 依 此 类 推 ,得 到 置换 群 的 子 群 约 化 链 
Sa D S,-, D S,-, 22 --- D 5, DS. (3. 25) 
另 一 方面 ,对 于 S, 的 一 个 表示 4 从 A, 中 抽出 与 9 对 应 的 元 
# Anao Mj A, tB E S,_1 的 元 素 , 我 们 也 可 以 得 到 表示 的 所 谓 “ 子 
表示 ” 链 ， 

А, D A,-, D А, D А, D А. (3.26) 
它们 的 相应 表示 空间 亦 有 如 此 链 式 结构 .但 对 子 群 来 说 , Anis 
A.-:，"…，A2, Ау 等 不 一 定 是 不 可 约 的 . 所 请 标准 表示 就 是 ,通过 基 
底 变 换 , 使 A, 都 是 完全 约 化 的 形式 ,或 Aris Arit A 均 成 为 
相应 子 群 的 不 可 约 表 示 . 现 介 绍 标准 表示 的 普遍 求法 ,不 拟 对 有 关 
结果 进行 证 明 . 

V PE3S， 设 将 书 ; 约 化 为 一 系列 对 换 乘 积 , 再 利用 人 恒等式: 

(ab+- ае • А) 一 (ab+:. dl) (de--. h), 

(ab) = (ca)(cb)(ca), 

总 可 以 把 置换 的 乘积 改写 为 相 邻 对 象 的 对 换算 符 P, I, (k= 2.3, 
… ,nn) 的 乘积 . 只 要 能 给 出 已 :的 表示 和 矩阵 ,就 可 以 用 和 矩阵 相 乘 ， 
得 到 任何 置换 的 表示 . (Pii E S, 群 的 生成 元 . 令 {UR ,|А=2, 
3,…,n}) 标 记 对 应 配 分 [4j 的 不 可 约 表示 的 相 邻 对 换算 子 的 标准 表 
不 矩阵 ( 共 n 一 1 个 ). 其 矩阵 元 

(Ti) = (Ar | Pria | [LA]s), (3. 27) 
其 中 rx 和 ;为 [4] 杨 图 中 不 同 杨 盘 的 标记 . HF r з 标记 的 杨 盘 ， 
AE RE TE CUP Dn E FRM E: 
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(Г, Da == (AJr Pr- LA]? 
(对 角 元 ) = [оь (САЈИ) Д]: 


Г] — Coia (ГАЈ) 272, 


СГ, ),, = 
СГ), = мА Ep £ — 1 互 换 时 ， 
(r эё s) 非 对 角 元 杨 盘 + 与 ; 亦 互 换 ， 
0, 其 它 ， 
(3.28) 


其 中 о. CANDA r 所 标记 的 杨 盘 中 与 & 一 1 的 轴 上 距离 ,其 定 
X Æ 
D, CLAlr) 一 col(R) — col (k — 1) 

一 [row (k) — row(k — 1)], (3. 29) 
符号 col(k)#l row(R) 分 别 表示 数字 有 & 所 在 的 列 和 行 的 序数 . 矩阵 
Pei 是 实 正 交 的 ， 

例 4 K S: ЖИК. 

表示 ГЭЛ 1 个 杨 盘 ( 见 例 3), £ — #37. 

Юр 一 col(2) 一 col(1) — [row (2) — row(1) | 
=2—1-—[1 —1]= 1. 

Pz 二 1, 相 应 相 邻 对 换算 符 表 示 为 1. 其它 所 有 置换 的 表示 当然 也 
为 1. 

表示 ГОЧУ І 个 杨 盘 , 系 一 维 表示 . 利用 (3. 13) 式 ,有 о. 
=p =—1, Bp PRY =T= 1. ҖЕН rp ГГ 
TD 一 (一 1)3 一 一 1 EW =s rPI rp = (—1): e (—1)=1. 即 奇 
置换 为 一 1, 偶 置换 为 1. 

表示 三 2 对 应 两 个 杨 盘 , 记 为 1 和 2( 二 1,2), 系 二 维 表示 . 
对 于 杨 盘 1, 当 数字 1<>2 BJ, ГІТ 
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1 | 2 2 | 1 
a 2, HB 非 对 角 元 素 为 0 


(不 标准 杨 盘 ) 


HANE 
(rY) = ([21]J1] P... 112111, =p ([21]) =1, 
(Tiy „== [2112| Pa | [2115 =p ([21]2)= —1, 


1 0 
B r= | 


再 考虑 表示 和 矩阵 Г, Е р £ 2G-= 2), 2—3, 


l — 
P ope pP — 


亦 即 此 时 和 矩阵 的 非 对 角 和 矩阵 元 不 为 零 . 由 (3. 12). (3. 13) Ж 
(ГИ) a= (C2171 | P3312132) = O — Coz. (C21]2)73)? 


2, l 
аво 


2 
至 于 对 角 元 
(ГИЧ), =‹[211]1]Р»][21]1› = pws([21]1)-!1( 第 一 杨 盘 ) 
р Ч 
С 2) > ， 
(Г 2)» = pa ([217J2) 7 = > 
B) гиз = 了 | |. 
“3 —1 


其 余 表 示 和 矩阵 可 以 同样 得 到 . 见 表 3. 2. 
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表 3.2 S; 群 的 标准 表示 


pi] piz) гп) 
群 元 


1 0 
; | m | 
0 1 
] 一 上 Y З 
(123) 1 > 1 
— М 3 —1 
1 一 上 ү З 
(23) 1 x — ] 
F. м З | 
(13) 1 > — 1 
— м3 р 1 
1 — 1 м З 
(132) 1 > +1 
— ү З — ] 
1 0 
(12) 1 | | — ] 
0 = 1 


АНЕ ЕК УКШ Е HE (Yamanouchi) 67. 由 于 表示 有 具 
有 正 交 性 ,因此 在 应 用 中 ,只 要 习惯 其 符号 的 确切 含义 ,十 分 便捷 . 
在 量子 力学 中 ,多 粒子 体系 的 状态 可 按 9, 和 群 的 不 可 约 表示 分 类 ， 


[B] 题 


1. 用 归纳 法 证 明 下 面 公式 : 
(1,2m — lsm) = (тут — 1) (т,т — 2) 
(m,m — 3): (m ,2)(m,1). 
2. S, P £ — x £ Z WL ЗЕЯ Вр, xT 38 М.Җ 65 A 48 bk + 
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| 提 T :构造 范 德 荣 特 (Vandermonde) 行 列 式 
1 1 + 1 


х} 2; x, 
2 2 2 — 
D (zm i ,x>,, Ep) == Tı To Z, | 一 | | (т; 一 х), 
{>} 
z" 1 25. т" 1 


在 任何 对 换 作 用 下 ,站 (riyzi…zo) 改 变 符 号 .Y р„Є5„,Н g, 分 
解 为 天 个 对 换 , 则 gD 二 (一 1)*D, 因 子 ( 一 1])* 与 分 解 的 方式 无 
关 . ] 

3. ЖҮ g,C S,,a m (j= 二] 9n31 二 1] ,7)) 取 1,2,…,n, 若 有 
r€ Lesz== (а,)®% (ау? ,а5)% (араа), Bl 

g. 'Xg, = (b1) СБ? sb N ee СБУ 67,607), 

ЖФ Б?б 1,666, рр 1,6, n) 1,2, n. Ж Ж 38 $, E 3⁄8 > Pk 
Ж HRG ena), S, ЖЕЗ Ж oJ А M) 8.4 n= Ht 2а, t --па, 
表征 . 
[8 F: G, (3,0) = G,J 8k G,j) Casar san) G,j)= 
(ai aQ spa) 3⁄4 K R R t. k +F,V с„Є S,, ATADA g, 
= (bibi) СБ, 6"). СБ! ) g = (bps b p) T Cpr b 2) las. 
СБ. ,6'1) l, g. Саза,» s aps (а! за, ay 如 此 等 等 . | 

4. ЖЕН 9 (3. 23) N: НФ SAP) ЖЖ S, 的 一 
个 忠实 表示 . 
[提示 :; [fCP)fCP)Je= DPP, Jre = У), дь + 


… 十 д, дуу) (9,0, в 十 … 十 0,0 в) 一 Ó, F б, в 十 … 十 дш, б,в 一 
[°P P ) |, 其 中 用 到 


p 2 n 
P. — . . t 
7 1 lo 1 
Ё 2 "| Е Ë, Ë, 
P, 一 .| 一 |, 
J J? Jn 1 2 n 


Ë Ë, б k, 
РР,= |, і, e |] 
5. 对 于 S, 中 配 分 [4 二 [3,1j, 务 出 相应 的 杨 图 和 和 杨 盘 ,指出 
对 应 不 可 约 表 示 的 维 数 ,并 给 出 相应 的 标准 表示 Ги. 


1 2 V 2 


3 
5&-Ж.Ги-= |2 VD 1 0 | 

3 

Ü 


3 


0 1 


53.1 置换 群 的 分 支 律 与 外 直 积 


置换 群 的 可 约 表示 ,当然 可 以 用 标准 的 特征 标 方法 进行 约 化 ， 
找到 标准 表示 ,意味 着 找到 了 S, 群 的 全 部 不 等 价 不 可 约 表 示 , 因 
此 一 般 表示 ,包括 群 的 两 个 表示 的 直 积 表示 (习惯 也 称 内 直 积 ) 的 
约 化 问题 ,无庸 效 述 .但 是 对 于 置换 群 的 表示 的 约 化 却 有 特别 简易 
可 行 的 特殊 办 法 .本 节 所 讨论 的 就 是 这 些 特殊 办 法 . 


1. S, 群 的 分 支 律 


S, 群 的 不 可 约 表 示 , 一 般 说 来 ,对 于 S, (п 一 n) 群 是 可 约 表 
示 . 我 们 往往 希望 探 明 ,在 S, 群 的 不 可 约 表示 (Ts ) 中 包含 5S. 群 
的 哪些 不 可 约 表示 . 为 此 只 需 研 究 包 含 5,-! 群 的 不 可 约 表 示 就 可 
以 了 .然后 采取 逐步 递 推 的 办 法 ,问题 会 得 到 解决 . 

将 对 应 5, 群 不 可 约 表示 {TI} 的 n 个 格子 构成 的 杨 图 ,以 不 
破坏 杨 图 规则 为 原则 ,用 各 种 可 能 的 方式 去 掉 1 个 小 方 格 , 所 得 到 
的 (n 一 1) 个 方 格 构成 的 杨 图 ,对 应 着 在 {TIT ) 中 所 包含 的 所 有 
S$,-1 群 的 不 可 约 表示 {Ts1)…. 这 就 是 所 谓 的 分 支 律 . 可 以 用 如 下 
简单 方式 表述 : | 
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` * 一 】 њаф 
ГА М1 一 У\ pu A ТМ (3. 30) 


Lumad 
2224.2... 2А, үш 24, 


例 1 5; 的 不 可 约 表 示 ГУ A 5, 的 不 可 约 表 示 
(ГҮ Т}. 


配 分 [22100| [2200 | [2110] 


杨 图 


Tb?2100] — гГү22%2)г!2119). 


例 2 DPY = PPPOP 22. 

S, 群 不 可 约 的 两 个 表示 的 直 积 称 为 内 积 ,也 是 S, 的 一 个 表 
示 . 其 约 化 用 杨 图 很 方便 . 

例 3 SU(C3) 群 中 的 内 积 . 

# R 1 个 方 格 代表 SU(3) 的 一 个 基础 表示 的 基 矢 (如 夸克 )， 
数字 1,2,3… 有 五 种 填充 方法 ( 杨 盘 ), 故 基础 表示 维 数 为 З. 8 = 
克 态 可 表示 为 


е1 = Ш ® ü и 


ФЕ PRO 


其 中 | | | 用 1,2,3 填充 可 得 6 个 杨 盘 (6 维 表示 ), 置 二 格 图 则 对 
应 3 个 杨 盘 (3 维 表 表 ). 
如 有 果 3 个 一 区 构成 重子 , 则 用 杨 图 表示 为 
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soeo-pheCID 


此 时 注意 ,有 补充 规则 , 凡 三 格 一 列 应 删 去 . 则 右边 第 一 图 对 应 
个 杨 盘 , 即 相应 8 维 表示 . 


БЕ ни НЕ 


ч 


Е [9 
У 
回国 


即 是 硅 殉 模型 中 重子 八重 态 ( 八 正道 一 词 亦 由 此 来 历 ). 右边 第 二 
图 ,对 应 1 个 杨 盘 ,是 全 对 称 单 态 ， 

可 见 , 所 谓 求 内 积 实质 上 也 是 利用 分 支 律 , 不 过 是 反 过 来 应 用 
罢了 .本 例 的 方法 可 推广 到 SU(n) 的 情况 . 读者 不 妨 试 试 . 


2. S, 5 Sanm BERTOU R 


所 谓 外 直 积 就 是 S, 的 不 可 约 表示 T' 与 5„ 的 不 可 约 表 示 
ГЕЛ 的 直 积 .我 们 的 目的 在 于 探求 外 直 积 中 包含 S$,+。 群 的 那些 不 
可 约 表 示 . 这 就 是 外 直 积 的 约 化 问题 . 

将 [4j 对 应 x 个 方 格 构 成 的 杨 图 ,按照 所 谓 里 特 尔 伍德 - 理 查 
逊 (Littlewood Richardson) 规 则 ,加 在 Lyj 对 应 的 mr 个 方 格 构 成 
的 杨 图 上 ,形成 n 十 mx 个 方 格 的 杨 图 ,对 应 于 所 寻找 的 5, „АЈ A+ 
可 约 表 示 . 

里 - 理 氏 规则 是 ， 

(1) 在 [Ly] 对 应 的 杨 图 第 一 行 方 格 中 标记 字母 ,在 第 二 行 标 
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记 B, 依 次 类 推 . 

(2) 在 LjJ 所 对 应 的 杨 图 上 ,用 构成 杨 图 的 标准 方法 ,加 上 带 
A a 字母 的 方 格 (m 个 ). 添加 附加 条 件 有 :在 同一 列 不 允许 有 两 
个 之 a 的 方 格 出 现 . 

(3) 用 (2) 所 叙述 方法 ,再 在 [4 杨 图 上 添加 带 p 的 格子 (有 jp 
T). 但 注意 从 右上 角 开 始 , 从 上 到 下 逐 行 从 右 到 左 了 阅读 ,在 任何 时 
候 , 保 证 8 格子 所 出 现 的 次 数 不 超 过 a 格子 出 现 的 次 数 . 

(4) 用 同样 方法 添加 带 7 的 格子 ,如 此 类 推 . 

а 用 里 氏 规则 计算 Г-ГЕ. 


ер s= | | [clel [ [° 
a o oe 
Ф| | a= | T [Је 
= i Г“! 
г 四 四 
dejme | [ele -一 


ге 21] 


Гі?) @ Г 一 ppe гіз 31 Ð ги! ФГ: GD rp? 
Ð rE nu e г 2 2 ЧӨ p'2 2113. 


• 103 ° 


5 SU(n) 群 约 化 为 SU (n 一 1) 的 规则 . 

从 SU(n) 表 示 对 应 的 标准 杨 图 中 用 一 切 不 破坏 杨 图 规则 的 
办 法 在 格子 上 标记 n, 然 后 去 掉 带 的 方 格 , 余 下 的 这 些 杨 图 ,对 
应 SU (tn 一 1) 的 不 可 约 表 示 . 例如 ， 
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当 n= 二 4 时 ,SU (tn 一 1) 的 维 数 依次 为 20 维 、20 维 ,6 维 、10 维和 4 
维 

例 6 SU(n) 群 的 维度 公式 . 

设 SU (n) 群 的 nn 一 1 基础 表示 用 (xn 一 1) 个 单列 杨 图 表示 ,每 
行 格子 数 为 :rz 一 1,2,… 2 一 1), 用 (2 一 1) 个 整数 表征 Р,=1,Р, 
= 00/561). 如 SU (4), 


i (001)5 (010 0) Jt $p El. 35 4 维 ， 
彼此 不 等 份 . 在 一 般 情况 下 ,如 果 用 Am 
GSI e ,nn) 表 示 每 行 的 略 子 数 , 则 p; 
= и рр GSE l, n |). 
100) (010) (оор) 
一 般 有 递 推 公式 ,SCU(Ca 十 1) 群 , 维 数 
N ,+l (Ó, » 2 >" *" ‚ф„һ) 


= AHD pt pat 2) et рро) 


n 


° (ba 120 (р. T p 2): (рь p,- 十 天 一 1) (2,5-1) з 
Nnti (bi pst Pn) 
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СР 1) (Pr Рн) (P, T Paa T рп) 


n! 


(3. 31) 


特别 地 ,对 于 SU(2) 有 ， 
对 于 SU(3) 和 SU(4) 有 


N: (hip:) = > A + (pi + р, + 2)(ф, + 1), 


N Chipz) = zz, (Pı + 1)(pi + p: + 2) 


ТЕ 
` (Pı + pz + 3)0р;-+ 1) 
` (p: + Pi + 2) (рз + 1). 

对 于 SU (nn) 第 一 个 与 第 二 个 基础 表示 的 直 积 (第 二 表示 实际 
ЖЖ ТЖ), 


gek- E 


(1 0772) 00 (01 073) = (11 07?) + (001 0“). 
右边 第 一 个 杨 图 , (1 1 0" *)——— р, == р, = 1, # W| 5 0, AE Н 
(3. 16) 式 №, (р, =1,0,:-:,0,р,1=1) =п°; #8 0 8, №, (0, e, 
Ра-2=1,0) =1 或 表 为 数码 字 . 

(п) 690) (п—1)Ф0). 
对 于 SU (8) ,@G G= @GO. 
例 7 .SC3) 群 的 混合 表示 (1,1)G@(Ci,1) 中 的 不 可 约 表 示 分 
解 . 
利用 里 - 理 氏 规则 ， 


FE р-р 


Sp Lla иг 
: eje 
对 于 SU (n) 群 维度 的 计算 , 满 格子 列 可 以 去 挥 , 妈 上 式 右 边 
可 以 表示 为 


TS аит 
danakin H e HH 


Ср» рг) = (1,1)69(1,1) =(2,2)©@©(3,0)@ (0,3) 
©‹(о,о)©(1.1)©‹(1›,1) 
® @ @ = @ © @ ®© @9© O © ® © @. 
注意 本 例 与 例 4 的 异同 .本 例 的 杨 图 行列 数 委 3. 
SU (n) 群 在 粒子 物理 与 核 物理 中 有 广泛 应 用 .此 处 介绍 的 方 
法 直观 、 方 便 、 简 捷 , 其 证 明 多 有 省 略 , 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 M. 
Hamermesh, 《Group Theory and its Application to Physical 
Problems 》 Addison-Wesley Publishing Co., Massachusetts, 
1962; Group Theory and It's Applications,( 1, 1, H ), Edited 
by Ernest M. Lober, United Kingdom Edition Published by 
Academec Press Inc. (London) LTD,1968. 
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L. AS 群 的 表示 Г 将 5,6905, 的 不 可 约 表示 约 化 ,并 检 
验 相 应 表示 维 数 (16 Ж%=1х2+2х1+2х2хХ2+2х1+1х2). 
2， 写 出 表示 12 的 相应 杨 图 以 及 所 有 允许 的 杨 盘 ; 求 各 共 
。106 。 


$, Ж 65 3⁄ Дж Ж УА Z. k, Те Жол 65) ЖЕ Ж. 

3. 利用 S, 的 特征 标 表 ,将 OQ TU, pu бг, г 
Г? 进行 直 积 分 解 . 

4. 求 S, 的 ГЁЗФ@Г"!@ГУ. 

5. 给 出 SU(6) 群 下 述 杨 图 的 {p1,pP2,p3,pP4,pPs) 表 示 , 并 根据 
(3. 16)、(3. 15) 式 计算 其 相应 维度 . 


— = 
(a) (b) (c) 

杨 图 (a)、(b)、《c) 在 SU(3) 群 和 SU(2) 群 相应 表示 的 维度 是 
ФУ. 
(答案 ;(a) de = 56,4) =10,da =4;(b) ао =70,da =8,do = 
2; (c) d =20,da = 1 ,d o 2%.) 

6, 试 根据 表示 的 对 称 性 ,分 析 并 指出 上 题 各 杨 图 对 应 的 
SU (6) 多重 态 (multiplet, 即 表示 维度 ) 所 包含 的 SU (3) 和 SU (2) 
多 重 态 ， 
(答案 :8 了 DO ;OD + (O + O+ @'@@@:°,6) >G GD. 
符号 加: 38 SU(3)6 2 Fit 65 10 重 态 ,4 表示 SU(2) 全 对 称 的 4 
重 态 ,等 等 . ) 

7. 在 .SU(6) 中 ; 作 直 积 表示 ГООГО, вв Ж 
A. 
( £ Ж .60С6960 = 60С9@0(@ 700 + 1134.) 

8. 在 SU(6) 群 中 ,下 列 杨 图 ， 


分 别 表示 是 SU (6)# 65 УЖ 51 
(答案 :189,175,35,1.) 
8， 给 出 SU (4) 的 所 有 不 等 价 不 可 约 表 示 以 及 相应 的 标准 表 


#. SU (5) 的 不 可 约 表 示 T'B 201 包含 SU(4) 哪 些 不 可 约 表 示 ( 多 
重 态 ), 指 出 表示 相应 的 维度 . 


93.5 杨 对 称 子 、 杨 氏 基 与 5, 的 基 矢 


置换 群 S, 的 基 矢 当然 也 可 以 用 一 般 有 限 群 中 构造 基 矢 的 方 
法 求 得 ,但 实际 上 用 所 谓 杨 对 称 子 的 办 法 却 更 有 效 、 更 方便 . 同样 
的 方法 ,可 以 推广 到 SU(n)、O(n)、SO(n) 等 经 典 群 中 . 在 物理 学 
中 ,可 用 同样 的 方法 解决 多 粒子 体系 波 晒 数 的 对 称 化 问题 . 
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HH p 表示 只 改变 列 ,而 不 改变 行 的 置换 ;反之 ,gq 则 表示 只 
改变 行 , 而 不 改变 列 的 置换 . 
ФУ € S,,V q € 5,, 则 集合 
alf} = Хур, b| f] = 2194; 
其 中 , 当 q, 为 偶 置 换 时 ,2 一 1; 当 9 为 奇 置换 时 ,0 一 
一 1,f; 表示 第 i 行 格子 数 .分 别 构成 群 空间 中 的 子 代数 . 
例 1 S, jfi=f,=2,f,= f,—=0. 


° |08 ° 


\рг}:ЁЕЁ,(1,2),(3,4),(1,2),(3,4). 


其 中 如 (1,2)(3 ,4) 1e- an 
a 


(4:):Е, (1,3), (2,4), (1,3) (2,4). 


_ 
remaneat 


alJ] = E + (1,2) + (3,4) + (1,2)(3,4), 
显然 ,对 于 此 图 ,a 与 4 分 别 为 对 称 算 符 与 反对 称 算 符 . 容易 
验证 ， 
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杨 对 称 子 亦 称 杨 算 符 , 其 定义 是 


对 于 例 1,(3. 32) 式 右边 有 19 项 ， 
с] =E + (1,2) + (3,4) + (1,2)(3,4) 

— (1,3) — (2,4) + (1,3) (2,4) 

— (1,3) — (2,4) + (1,3) (2,4) — (1,3) (1,2) 

— (1,3)(3,4) — (1,3) (1,2) (3,4) 

— (2,4) (1,2) — (2,4) (3,4) 

— (2,4) (1,2) (3,4) + (1,3) (2,4)(1,2) 

+ (1,32 (2,4) (3,4) + (1,3) (2,4)(1,2) (3,4). 
根据 杨 对 称 子 , 可 以 定义 S, 群 的 不 可 约 表 示 空 间 的 投影 算 符 

(或 原始 等 寡 元 ) : 


Pi = 272017), (3. 33) 
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其 中 a[ /]55НЛУ Eq HE š⁄.. CRA TFIA” 
(1) Pra ° Pra= Pen. 
2 (2) АЕ: ж Рл = Рп Р, В. Pufu = 
Рр, РьуРву== Pr PoP tea = Pe Poa 0, 41 Р) == 
0 或 Рр = 0. @ — ВСА, л – J. t =Ж 
Jú. Pr # ВАХТА Н) ЖЕ ЯН ЭР ЖЕ ЛОК IK ЙН Н #h sr ‚Ж ДУ, 
一 组 完备 的 集合 . 
例 2 S, 的 杨 对 称 子 与 原始 等 寡 元 . 
杨 对 称 子 : cf 门 =c[210] = У!0,9,р:. 
其 中 a[210]=E+ (1,2),6[210]=E—(1,3). 


2 
c[210] = 2; Šq;b, 


J. i= 1 


=Í + (1,2) — (1,3) — (1,2,3). 
原始 等 医 元 


Pitz) = 一 22 22.1210] = —— [210] == =c[2101. 


为 了 构造 相应 应 的 么 正 表 示 , 令 
Ф, = ©„(1)ё,(2)ё,(3) 
为 粒子 1,2,3 = А, r v, A=1,2,3, Z 1 E= ЮК 
量 . 易 得 
с[210]Ф,, =[&„(1)#ё,(2) + ё,(1)ё„(2) ]ё,(3) 
— [6,(1)4,02)4,(3) + EEDE] 
一 出 + P,a — Фу, -一 dv == V... 


жк» (Т, 


即 对 脚 标 и,» 是 对 称 化 的 ,对 w 与 4 是 反对 称 化 的 , 亦 即 


* 证 明 请 见 H. Wegl.The Classical Group. Princeton University Press , Princeton, 
1946, B PH WER. 群 论 及 其 在 物理 中 的 应 用 . 北京 ;北京 理工 大 学 出 版 社 ,1988. 
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(1) Чол = Wn; 


(2) V, TV, +V ООВ |» [А Ж, 
即 单 态 ). 由 于 


О 
(1 ,2)Ҹ = E I => (1,2) 一 P | $ 
BI (1 29E ma =F mas 
(1,3), =— Y, _ 7 
0 E О 1 ' 


其 中 Ema =E puya +$, Фар Ф 
(2,3), = Ж, — © 
(2,33 一 一 ja | 
S, BJ 1E 3 32% K Z 1E 35 28. 
继续 讨论 例 1, 现 将 表示 勾 正 化 ,就 是 找到 在 $S, 变换 下 使 二 
次 型 


JV,E) = aV’ + BYE + yë 

保持 不 变 的 表示 . 

97 (1,2) 0,2) = РС, 6) ((1,2)У =£), В 

УМ + WFE аё? = ат? + ВФЕ У >а У. 

ЕҤ 7 С1,3)У=%—, (1,3) 0,2) = fO Е), Вр 

а + 8(—W)(€— WJ) БУ(— У) аҹ? ВҸ2У- yë2 

— a+ 80), 
即 是 СУ, 2) =а —– оё аё =а(Ҹ? — тё), S, 置换 下 保 
JF Ж ЖЕ. 注意 到 ， 


2(W? + ë — ë) = С — ë>: + „СЕ 十 8) 
= (Vj)? + (@% j°, 


. . 1 1 
其 中 单位 矢量 站 j=0, 60 =, |— (0—6) 5 ФӘ = (4-6) 
2 V2 


为 正 交 矢量 . 由 于 
(1 ‚2)ф°? BY , 


1 O 
афф) 2=| | | 


0 —] 
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(1,300 = —--фо›— М 3 Ф > a 
—(1,3)= ° 
м 3 1 /_3 1 
(2) — (1) — 025 — ч 
(1,3)Ф 7 Ф + 5 > 
(2 уф = — L po L Q МЗ фо _ 1 v 3 
| 2 2 2 
=> (2,3) = . 
(2 3)Ф% = — М Spo 1 фо w 3 1 
Í 2 2 2 2 


iX IE ## 6 Tk [I] E ERER 5, 的 标准 表示 . 

为 方便 以 后 应 用 ,我 们 再 介绍 杨 对 称 子 的 一 般 性 质 与 原始 等 
Жл Е 22 k, ENA. 

杨 对 称 子 可 以 视 为 置换 群 代 数 中 的 矢量 ,一 般 可 表 为 


с] = У) Flg)g. = $, eap. (3. 34) 
y z,€ S, 
其 中 系数 F(g,) 二 0, 士 1, 当 组 合 置 换 不 能 表 为 gjp; ÉAN ,F Cga) 
一 0. 其 实 Flg EIG. 15) P ô. 
根据 {pi;} 与 {qj} 的 定义 ,显然 ,有 
palf] = a[ f ]p = alf]. (3. 35) 
注意 a[ 并 不 属于 5,, 它 等 价 于 先 取 杨 图 [中 每 行 的 所 有 置换 
变换 加 起 来 ,然后 再 将 这 些 和 式 相 加 (横向 置换 )， 
f= Xes Цео = 20, 


其 中 р; 表示 杨 图 中 第 : 行 数字 间 的 任意 置换 ,2 一 11, 即 各 行 2, 
的 乘积 . 同样 ， 

Б] = >,a = 24° 1]. = П, qa). 
与 (3. 18) 式 一 样 , 有 


а] = b[ 0 = 8,0. (3.36) 
H (3. 18). (3. 19) 却 ,得 到 杨 对 称 子 重要 性 质 ， 
СО = pelf] = дс[ = ,ре a, (3.37) 


° ]12 ° 


H (3. 17). (3. 20) 式 可 得 组 合 系 数 
F(g.) = Е(ре.) = OF (gq) = ÒF (pq), (3. 38) 
尤其 是 车 c[f 中 包含 的 置换 pq, 有 
1 = F(E) = F(p) = $F(g) = F (pq). (3. 39) 
一 般 说 来 ,一 个 杨 图 如 果 对 应 f, 个 杨 盘 , 则 亦 对 应 f; 个 正则 
杨 对 称 子 ci, 它们 可 将 由 S, 所 负载 的 n! 个 函数 基 . У Є, 
ó(1,2,-. n) = pd ll,2, n) G = 1,2,6, S), 


> £ == n!. 
其 中 的 f, ЕЖ Rk ba WE КВ BJ 1 А x] FR FE R X: PF ЛШ: 
c f ]é(1,2,-- n) = W,G(1,2,--- n) G = 1,2, fi). 
f, T 83k OP 将 构成 9, 的 一 个 不 变 子 空间 ,负载 S, 的 不 可 约 表 
ТІР). 与 标准 基 上 比较 ,有 寻找 方便 的 优点 . 对 于 每 一 个 不 可 约 表 
示 , 对 应 一 个 杨 图 ,只 要 找到 所 有 杨 图 ,就 可 利用 杨 对 称 子 得 到 杨 
氏 基 .但 缺点 是 并 非 么 正 的 ,而 标准 基 却 是 么 正 的 ， 
利用 杨 对 称 子 ,构造 正 交 的 原始 等 磊 元 就 是 为 了 解决 杨 氏 基 
的 上 述 缺 点 . 上访 个 互相 正 交 的 原始 等 戎 元 ei(i1 二 1,2,…,3) 是 
ее, = де (7 一 1,2, 广 )， 
其 中 e =c? у. пру ЪЕ Я y? E ХТ. 
Í; 
у? =E — ў,ру?, y, = Е, і f, (3.40) 


AB Juj #hJ Ж B e M ЖЕМ ЖЕ ,其 中 第 二 项 是 下 列 形 式 之 和 
(— })”рарир т, CR LILLE, 
m 为 所 包含 的 p 因子 个 数 . 
所 谓 杨 对 称 子 的 正 交 性 系 指 
с' + c = 0. 
其 中 并 不 具备 相互 性 , 即 上 式 并 不 表明 c с = 0. 在 讨论 正 交 性 
时 ,定义 杨 对 称 子 大 小 是 重要 的 . 若 两 杨 图 对 应 的 配 分 为 [ 户 , 六 ， 
° 113 ° 


J5 ofn LEEFER (f ;一 了 i)  # ri ПА А 2 B: ЗЕ Е 
ЕВ, Д /7]%] д/ BI K +I Л ЮВ. Ж Z mR /]ЛУ 3⁄2 841 [ / J. 
对 于 同属 一 个 杨 图 的 诸 杨 盘 ,将 第 二 行 数 字 放 在 第 一 行 的 右边 ,第 
三 行 数字 又 放 在 第 二 行 的 右边 , 则 应 有 N 个 数字 . 对 应 N 个 数字 
较 大 者 , 称 为 较 大 的 杨 盘 . 若 杨 图 C 大 于 杨 图 C' ,或 杨 盘 C K+ p; 
# C' , 则 有 
| с'.С=о. 
3 杨 图 L3,2,0  ] 对 应 5 个 杨 盘 , 按 标号 小 者 较 小 的 规则 编 


号 ,应 为 


c° 一 ; C 一 ; 
3 | 5 
. 


— 12 


显然 ,CGI e CH=CH e COCH , Сәсә. Соо, 
但 是 C? e C%30GESF# A SER C C° =0,%). 

由 (3.23) 式 ,yi 一 一 Risys， yi=EG=2,3,4,5),4B REK 
C™” 变 为 C" 的 置换 

Ri; == Ë 2 ° 4 |= (2453) = [ (24) (35) 1634), 

l 4 2 5 3 

BI yy=E— (24)(35), Е & (34) CO pA m E ПЕ С?) ҖЕ [n] 
置换 中 没有 者 . 


故 得 相应 的 正 交 等 蹇 元 为 | ©? = 5—1 


п! 51 24 
Р = С ГУЛГЕ — (2,4)(3,5)], 
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Pin = сору] (i = 2,3,4,5). 
1E Ж S£ $E JÚ АЎ EE 2 18] BU Së # ЖА 
£= У УРИ = „24% Уусу]. 
S, 群 有 2 个 一 维 表 示 , 一 个 是 用 一 列 杨 图 表示 Lnj 的 全 对 称 


表示 ( 恒 等 表 示 ), 男 一 个 是 用 分 杨 图 表示 的 L1”] 的 全 反 称 表示 , 设 
ff(;2, ,n) n 4" WJ ОБ) B PR 2 , Д] 


ФК РЫ 2 VJ= $f = 2, Р„/ (1,2, п), 


全 反对 称 函 数 Yt" 二 Af== 21 С 1)®Р, (1,2,5); 


其 中 p 为 置换 Р, 相应 的 对 换 的 次 数 . 在 杨 盘 计算 ,尤其 是 SU (п) 
等 计算 ,常常 上 略 而 不 计 . 更 一 般 地 ,有 福 克 条 件 , 反 映 由 于 对 称 或 反 
对 称 化 造成 的 同一 杨 盘 的 各 杨 盘 之 间 的 关联 . 设 杨 对 称 子 cL 了 
中 ,其 第 7 行 与 了 行 各 fj; 格 和 fj 格 , 且 f ,之 fj ,现在 第 j 行 4 5 #l 
Ж ТУУ] ЕЖ а, 与 b,, 则 有 
f; 
[E + У) (а, bd] = 0. (3.41) 


此 式 实 际 上 表明 ,在 cL f Ji K b, 55 ET 8 a, 全 对 称 化 会 得 到 零 的 
结果 ， 设 杨 盘 cLfj 中 第 i 行 和 {' 列 各 有 ri 与 гг А Tir; ,在 А 行 1 
Бут, АЖ c, 与 c,, WJ 8 


РСЕ — У\‹(с,4„)] = о. (3. 42) 
此 式 反 映 ,在 СГ с, 与 所 有 d, RAREZA. 


例 4 el = -q | 1.2) 
-q 24 | (此 处 用 到 (3. 20) 式 ) 
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ее вас gp] 


EE- = ‹ Е Іса, 2) 十 (1,3)] [由 (3. 420] 
=—=(1],2)с BE] —(1,3) с | | 
--| 2] -629e [173] 
-EE -2,9c [iB] 
С = 
э] (2,3) < ae» 


+e] HE (АК). 


2 


——(2,3) < | |. 


作为 置换 群 的 约 化 . 杨 氏 基 \ 标 准 基 的 综合 训练 ,再 举 二 例 . 
5 S。, 群 的 表示 [3,2,1 jj 按 S,060S, 群 的 不 可 约 表 示 约 化 . 
按 里 氏 规则 ,从 相反 的 程序 出 发 ， 


相应 表示 维 数 ， 

16=1х2+2х1+202х2) +2хІ+1Хх 2. 

例 6 HA 5, ERETO IE 5,095, 群 不 可 约 表示 约 化 的 
相似 变换 矩阵 . 


表示 《2,1), 即 杨 图 -1- ,相应 两 种 杨 盘 : 


3] <?[2,1]=[Е+ (а, Е—(1,3)] 
c2)[2,1]=E+(3,1)—(1,2)—(1,2,3) 


шинли — ы 


3! 6 3? 
с[2,1) ° с?[2,1]==с'?[2,1] ° с[2,1]=0, 


IB B IJ iE 700 Р [2,1]= с [2,11], PO [2,11= 


= [2,11. 
由 F(2,3)cV[2,1 ]=cP(2,1], BI] Ri, = (2,3). 
取 表 示 的 基 bw= Ruc” [2,110,120 B 
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фу, — =c [2,1 JR. = 1) ,Oi, — T 2, 3) o [2,1], 


1 o 
б, == 于 (2,3)c0， [2,1j CR， 一 一 R,,) ,b,, 二 一 TE [2,1]. 


由 于 这 些 正 交 性 ,元 素 (2,3) 与 (1,2,3) 的 表示 矩阵 容易 列表 
得 到 ( 表 3. 3). 


š = Быт inei 
2 
с2[2,1] 1 Е (1) с) == 
| асаа! 
З. (2) (1) 0 
2 


故 得 
0 1 
[2,1] === 
r (2,3)] Ё | 
一 1 1 
[2.1] == . 
ren (1,2,3)] О, | 
将 其 么 正 化 ,可 令 
Xx 1plt22.1X = ГОО Ж ВЕ) 
即 解 本 征 值 方程 ,得 
一 1 0 
:L211 == 9 
г'ї#1[(2,3)] | 0 ' 
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“3/2 —1/2 
易 证 Г 100102,3) ] + Г {1[(1,2,3) ]=0. 
相应 的 变换 矩阵 是 
x = | м3 /2 #2, 
— 43/2 — 3⁄2 
l V3 —1⁄ 3 | 
— 1/3 — 1/3 


Г'0(02,3)] = | 2 


e=] 


[а] 题 


L 在 例 1 中 的 对 称 化 条 件 更 ms 一 更 四 与 全 反对 称 条 件 下 ji 十 
到 ww 十 到 ww 一 0 可 以 用 杨 对 称 子 表示 吗 ? 它 与 福 克 条 件 有 何 关 系 ? 
2 如果 重新 定义 杨 对 称 子 为 C [f]=a[f]- БР, #4 Ф, 


"Fa, Ya), N 4 A shtrat G) @$,, = —Ф,д; Gi) Ф, 


HØ, aia T Ф, ,,, = 0. 后 一 条 件 保证 全 反对 称 组 合 |v | 


Cc'[/j 解 例 1. | 
3. # S, é) + *[ 2) £. = [ 2 ,1° 的 杨 氏 基 和 不 可 约 表 示 短 阵 . 
| 提示 :有 3 个 杨 盘 ,相应 杨 对 称 子 ,c[2,1?]==[E 一 (1,3) 一 (1， 


4)—(3,4)+(134)+(143)J E+(1,2)J;c?[ 2, j=[LE— (1, 

2)—(1,4)— (2,4) + (1 2 4) + (1 4 2)JLE+ (1 3)J; c ?[2,12]= 

ГЕ — (1,2) — (1,3) — (2,3) + (1 2 3) +013 2) НЕ+(1,4) 1.3 ^ 

жк Ж № №, = с[2,1210(1,2,3,4) P= [2,12 1#01,2,3,4); 

Y =c” [2,12 ](1,2,3,4). Ч A, DYP = У, — Ҹ,, (1,2) = 
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— F №, (1,2), = — V, , 2⁄ 


1 0 0 
FJ(2, 1 一 | 一 1 —1 0 | ; 


— 1 0 一 1 
一 1 一 1 0 

FI1(1,3) = | 0 ] I 
0 一 1 一 1 
一 1 0 1 

TU: 01,4) = | 0 一 1 -a 
0 0 1 


(132) = (12)(13), 
(1432) = (12)(13)(14), 
(14) (23) = (14)(132)(2)， 等 等 ，] 

4. 利用 杨 图 作 外 积分 解 

(1) [з°|®(3], (2) [2,1169[1°|. 
[2% .16,37Ф[5,3,1ЈФ[4,3,21Ф06С3* 1; [2,1 DL2’ ,1 Ф003, 
1%0(3,2,1]. | 

5. 证 明 : 

a) [2,1]={2169[1]©{[31, 

(2) Г71б69[2›,1]==[/1]694[2]69[1 1631); 


(3) [/169[3,11=[/1694[3169{11©{41), ОЖЖ + 
ж В. 


6. 完成 外 积分 解 . 


e 
并 写 出 相应 的 维 数 等 式 , 并 将 最 后 结果 所 代表 的 不 可 约 表示 用 标 


准 基 和 杨 氏 基 表 示 之 . 
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第 四 章 ”点 群 与 晶体 对 称 性 


本 章 先 较 系 统 地 介绍 空间 对 称 操作 ,然后 讨论 点 群 的 一 般 特 
征 与 分 类 ,最 后 分 析 、 讨 论 品 体 的 对 称 性 . 


$ 4.1 空间 对 称 操作 


我 们 首先 直观 地 描述 空间 对 称 操 作 . 如 果 在 有 限 几 何 形体 的 
所 有 对 称 操 作 中 ,至 少 有 一 点 不 动 , 则 相应 的 对 称 操作 构成 的 群 称 
УНЕ. 所 请 对 称 操作 的 概念 及 相应 乘法 的 定义 在 第 一 章 已 经 叙 
ЖЧ Г. 

b) Ау 3JJ кд. АУ) ЧЕ PR DEL SA, EM 3 PF Ж. БВ Tt + = [8] ff. — дд ЖЖ 
的 长 度 不 变 的 对 称 变换 集合 构成 三 维 实 正 交 群 O(3) , АЗЕ Б 
是 其 子 群 . 

设 矢 径 х= 21е, + rt rez, ЖЧ e; • e;m 0,01, =1,2,3), 9 
НЕ E ë 2. 试用 3X3 短 阵 {aij} 表 示 三 维 定 点 转动 , 即 


21 аур dy, а}; | |2, 

2 йз аз а | |T? (4.1) 
{ 

T3 Яз аз Ua3) (T3 


设 
r, = а, (v = 1,2,3), 


矢 径 长 度 不 变 , 即 z +z а Баа, 


3 3 
> 2,20, = >` a, a T. T. 
е „и= ] #„@== | 
对 比 两 边 , 得 到 
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X apap 一 д „===> а, йм = (AA), — бо,» 


АА = E. (4. 2) 
由 (4. 2) 式 可 知 ,变换 矩阵 集合 {4} 正 是 O(03) 群 .由 (4. 2) 式 ,得 
det4 = + 1. (4.3) 


detA=1,3& л 5). 只 含 纯 转 动 元 素 的 点 群 称 为 第 一 类 点 群 ; 
det4 王 一 1 ,对 应 纯 转 动 与 空间 反射 元 素 的 组 合 称 为 第 二 类 点 群 . 
如 果 将 固定 点 条 件 放弃 ,(4.1) 式 推广 到 下 式 


f 

Tı ау 4у а}; +, б, 
# 

Хә |= |а аз аә х: | + б, ° (4. 4) 
$ 

T3 аз з аз; T3 б, 


它 表示 空间 一 般 操 作 . жт 04-4), а,; 

x, =а› = а =a = 0a =], b =b, = 0, M 

É 表示 绕 第 三 轴 的 转动 ,并 沿 此 轴 平 移 如， 

这 种 操作 叫 螺旋 转动 . 当 所 有 的 а, == 0 

”时 , 则 表示 空间 纯 平移 操作 . 此 类 操作 可 

— 视 为 螺旋 转动 的 特例 . 螺旋 转动 含 纯 转 
| 动 元 素 , 称 为 第 一 类 操作 , 见 图 4. 1. 

车 (4.4) 式 简化 为 


лү! 1 0 О] |2; b, 
4.1 ж, |= O ] O i X 十 |b], 
=, О 0 —1]!хт, 0 
(4.5) 


H detA= — 1 ;相应 操作 称 为 第 二 类 操作 . (4.5) 式 表示 对 21722 
平面 反映 并 党 А1522 平面 有 滑 移 (6 ,六 > ) 
当 (4. 5) 式 变 为 
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cose — sina O| |12, 


=——. —— 
= 


sina cosa g (4. 6) 
0 0 — lj iz; 
时 , 则 表示 沿 xs 轴 转 动 w 角 ,并 对 平面 rir (EET zs 轴 ) 进 行 反 
映 . 这 种 操作 称 为 转动 反映 ,也 属 第 二 类 操作 . 上 式 中 令 ' a= x+ B, 
则 和 矩阵 A 可 表示 为 转 第 三 轴 转 动 8 的 矩阵 与 反射 矩阵 (一 五 ) 的 乘 
积 , 即 操作 变 为 令 zs 转动 8 角 , 再 相对 原点 反 演 , 称 为 转动 反 演 . 

综 上 所 述 , 任 一 空间 操作 ,大 而 言 之 可 分 为 三 大 类 :螺旋 转动 
(包含 平移 ), 请 移 反 映 与 诈 转 反 演 ., 除 第 一 种 为 第 一 类 操作 外 ,其 
余 二 种 属于 第 二 类 操作 . 因此 空间 操作 有 8 种: 

(1) RE GEN FAR P O) 

(2) ME CHX FA тә) —с(т), 

(3) 旋转 (相对 于 转轴 л)—С‹(п,а), 

(4) 旋转 反 演 iC (n, oa), 

(5) 旋转 反映 一 一 SC(n,a) 二 on)C(n,a) 二 iC (ns,a 二 x)， 

(6) 平移 (glz), 其 中 a 表示 对 原点 的 操作 ,相当 于 (4. 5) 
AP ta; ) t 表示 纯 平 移 , 相 当 于 (bi sbb), 

(7) М Б В і (20|), 

(8) ЙЕ ДЕК — (а |1) ° С(п,а). 

其 中 前 4 种 是 点 操作 .在 这 4 种 操作 中 ,只 有 纯 旋 转 为 第 一 类 
操作 ,其 余 为 第 二 类 操作 群 . 

在 纯 转 动 中 ,对 于 晶体 受到 晶 格 周期 性 的 限制 ,转角 只 能 是 


3, 其 中 整数 m 一 1,2,3，…. 当 一 2,3,… 时 ,分 别 把 转轴 夺 称 为 二 


度 .三 度 等 轴 , 相 应 转动 记 为 C,,Cs, С. 

在 镜面 反映 中 ,反射 面 与 C, 轴 垂 直 记 为 cu; 反射 面 通过 转轴 
C, 者 记 为 o.. ШЖ о, 为 独立 元 素 , 则 Coor =i, RP i KIR H D 
为 转轴 与 映射 面 o 相交 的 点 . BJ EE, С.о = S (n), (Сок)? = 
(Sin) ,等 等 ， 


х, T, 


t 
+3 


l» 
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其 中 点 操作 有 如 下 运算 性 质 ， 


12 = ] ( 恒 等 操作 ) ° 
с(т)? = 1, (4. 7) 
с(т,)о(т,) = C (m, X m,,2é(m.,m,)) 


其 中 乡 为 法 线 m 与 m, HEAR. 显然 
lo(m) = С(т,т), 
сое . C(n,a) = С(п,а + В), 
C(n,,a) • С(п,, В) = C(n, ,7), 


Да Em y mm 5 —m 在 单位 球面 上 形成 球面 三 角形 的 
三 内 角 ; 此 外 还 有 
ig = gi (g 为 任意 操作 )， 
ео = o(gm), 
g ‘С(п,а)р = C(+ gn,a). 
ЖТА ЕЗЕК НЈУ, ТЕЖ — Fa E, At ZR = 4" Z: RHE , ЖЖ 
一 步 深 入 讨论 如 下 . 
(1) 关于 不 同 转 轴 C, 与 С, 的 转动 元 率 . 容易 证 明 , 如 果 存 在 
СЯ 55 E 8 J t ËJ — Er 3h (C, , 则 必 存 在 ”个 垂直 于 它 的 二 阶 
轴 . 有 鉴于 此 , 若 存 在 另 一 个 转轴 C',( 可 能 与 C, 有 一 定 交角 ), 则 
由 乘法 的 封闭 性 ， 
СС) СС = C': € G, 
亦 即 在 群 G 中 存在 等 价 的 转轴 《人 ,而 且 由 于 CEC,G 一 1,2，……， 
жт), + m Жп ЗЕҢ. 相对 于 这 些 等 价 转轴 的 相同 转角 元 
Ж.) B] — ЖЖ. 反之 ,C, 轴 也 会 产生 与 C'， 等 价 的 nn 条 转 
轴 , 相 对 这 些 转轴 的 相同 转角 元 素 , 亦 属 同一 类 . 
其 中 一 个 特例 是 C 。 为 与 С, НЗ ЁЮ С', 9, А] 
(CDICC = Cr *(С'*), 
注意 到 С, = (С',) 1,48 С=С иис, Уус, Жа, (B FZ А 
(转动 反 向 ) ,这 样 的 轴 叫 双向 轴 . 
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(2) XFA [E 2 3⁄4 IG ñ БЕЙ О ЖО H $g Pe. Я о, 垂直 

于 转轴 C M h F 
Cto, = о,С*, 
ЖЕ] Ж Ф: Е 38 B) ЗЕ Ж. 若 反射 面 通过 C, 轴 , 则 由 于 о, = 
iC” EH. i 与 所 有 操作 元 豪 对 易 , 应 有 
o, Сс, = oCio, = C,C;O, = C;*, 

IREI C, 轴 成 为 双向 轴 . 若 既 不 存在 与 1 垂直 ,又 不 存在 通过 它 反 
射 面 , 则 转轴 一 定 为 单 向 轴 . 

注意 , 当 存 在 通过 C 轴 的 反射 面 o, 时 , 则 必 存 在 ”个 通过 转 
轴 的 等 价 反 射 面 . 事实 上 ， 

(С) оС = o'u. (4. 8) 

当 1=1,2,'*,лп› УЕ п 4 £ ft ЯН. 

我 们 一 般 称 转轴 C 为 次 轴 . 一 次 轴 即 恒 等 变 换 , 在 晶体 点 
群 中 ,由 于 空间 周期 性 结构 ,只 存在 一 次 、 二 次 ,三 次 、 四 次 及 六 次 
轴 . 以 后 我 们 要 证 明 这 一 点 . 


б] Ж 


1. 证 明 若 相交 O 点 的 两 个 二 次 轴 C,,5 Crk Á ж 0,C Ф 
E T С„ 5 Ca 所 在 的 平面 , 则 有 关系 CCa = Cc (20) , Ж Ф 
Cc (20) Ж ЖЛЕ: С 轴 转 动 20. 


[提示 : 设 A 轴 为 Oz 轴 ,B šh 32 45 & 329 is, B| ЯК £ k 
C = й + [jj + КЕ )coszx 


i 0 0 
= ii —jj—kk=2i—E= |0 —1 ol, 
0 0 —1 


ів==1с050+ Jsin0. 类 似 于 上 式 有 
C'as = 2isis— E (Е = ii + Jj + Kk), 
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С'ӊ(С'элг)= [2isiy — E J[2Gi — E)r] 
= r + 4is ый) (ir) — 2iy(isi) — 21 (іг) 
= ї(хсо520 一 уз1п20) + Ј (х51п20 十 усоѕ20) + kz. 
但 用 并 入 表示 的 绕 Oz 轴 转 动 上 的 操作 是 
Ce($) = kk + (ii + jj)cos$ + E X ksing, 
Cec * r = i(zcosé — уѕіпф) + J(ycos%é + zsing) + kz. | 
2. 证 明 对 于 平面 4 和 与 妃 的 两 个 反射 aa 与 as 的 乘积 ,等 价 于 
绕 两 平面 交 线 的 转动 ,转角 等 于 两 平面 交角 的 两 倍 , 即 олак = 
C (2%24n)2. 
| 提示 ; 设 两 平面 法 线 矢量 па =i,na—icos0+ jsin0,0= фав, Ë] GÀ 


— — —k Te 


= E — 2na * na Ga = Е —Znsna, cA (Gsr)= (mzcos20— уз1п2@) + 


JUycos20 十 zsing) 十 天 zy， 此 外 ， 交 线 单 位 入 为 无， 


СОЕ) = kk + (Е — kk)cosó + (Е x ksing 

C(Kk)r = і(хсоѕ5# — ysing) + Ј (усоѕф + zsing) + kz. | 

3. 证 明 一 个 转动 ó 65 3k E 5 iñ АЫФ A 的 反射 o, 0) 
积 , 等 于 过 该 轴 的 另 一 平面 万 的 反射 as,4 5 BAMA $/2. 
[BR F. пі, СС) =й (ЈА КЮ) соф Г jk+kj] 
sing. 令 平面 A же пај, A сл E —2jj=ii+kk— jj. 

C(é)r = іх + (jy + kz)cosé + [— jz + Ку]зїпў, 
бА = [С(ф)г | =їх — k(=cosé + ysing) 
— J(ycosé 一 zsing). 

设 ns 5 y #b Ж $ 22 0, M] na= jcos0-- ksin0, 


Op = E — 2пвп»в = й + 2 (јсоѕ0 + ksin0) (јсоѕ0 + ksin0) 
= (ii + jj + kk) — 2(jcos + ksing) ( јсоѕ0 + ksin0) 
= й — jjcos20 — (jk + kj)sin20 + kkcos20 
Sgr = іх — ј(усоѕ20 + zsin20) + k(zcos20 一 уѕіп20). 
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当 Ө== —$/1, i} ,cs=cAC(9). J 

4. 落 在 循环 转动 群 中 只 有 五 种 因 有 循环 群 , 即 在 1C,) Ф.п 
1,2,3,4,6. 证 明 在 包含 两 个 或 两 个 以 上 转轴 的 固有 点 群 中 各 次 转 
£b j B ni(i 一 1,2,3,4,6) 之 间 有 关系 ns 二 3 十 nn 十 3n6. 
[提示 :C, 群 有 nn 个 不 等 价 不 可 约 表 示 , 显 然 有 群 的 阶 g 二 1 十 ns 十 
2ns 十 3m 十 5n6， 其 中 各 子 群 有 共同 元 素 : 恒 元 .平庸 表示 TrT(E) 
一 3, 子 群 {1C,} 的 三 维 自 然 表 示 {I*(n)), 在 正 交 归 一 基 中 ,每 个 表 
示 给 阵 只 有 一 个 对 角 元 为 1， 其 余 对 角 元 为 零 ,可 以 用 并 舌 表 为 
nnn. 由 此 

> Tr[I"(g.)J= 3 + (2 — 3)n + (3 — 3)n, 


g, € G 
+ (4 — 3)n + (6 — 3)». 
但 是 ,| У. |=, | 2 g. |г 必然 是 其 转轴 可 以 不 重合 的 ， 
g € G EEG 


22 .=0. ] 

5. ЖАЖА d £p 2 B| £ E 3b 3522 $ 6 k ik К, Л, 4. 2. 
[ 提示 : 设 转轴 于 的 方向 余弦 为 1、mm、 
п, Ж Ф 1 = ѕ$1п0соѕф, т = ѕіпбѕіпф, n = 
cosh. Р(х,у,2) 3) Z ВЛ — 15, # n $ 
ж ф | Р = (х, у,2'). 用 符号 表 


К 
示 :r—— , K, 


f 


r I x 
y|=T(óé,n)|y|: 
z’ z 
但 绕 n #b 0) 3530 ф,1ң 5 ТА n 轴 移 图 4. 2 


到 Oz 轴 ( 记 为 (一 0)), 然 后 沿 Oz 轴 转 动 办 ,最 后 将 转轴 转 回 n 
#b , PP 
rn) = PPT, P.. 
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此 外 ,了 (6) 又 可 分 为 两 次 操作 : 先 绕 Oz (k) šh 9—9, 再 绕 Oy Cj) 


轴 绕 一 0, 即将 nn 轴 转 到 Oz $h. 
r, = Г(— 0,j)DP'(— $,k) 


cos 0 — sinl со5ф, sing 0 
== 0 1 0 — sing соѕф 01. 
sin 0 cos? 0 0 1 
э 
со$ф — sing 0 cosl 0 sinf 
r7! = |81пф cos 0 0 1 0 |, 
0 0 1){— sinf 0 cos? 
cosy — sing 0 
Г‹(ф,Е) = |\51пф cosy Oj, 
0 0 1 
结果 


L(g,n) = DTO, T, 一 
соѕф + 1201 — cos) Im(1 — созф) — nsing lin(l — созф) + msing 


[т(1 — соѕ + nsing) созф-+{-жт^(] — созф) mm(1 — соѕф) — ising |. 
[п(1 ~ соѕф) 一 msing mn(l — cosy) + ising cosg + л°(] — cosy) 


与 用 并 矢 表 达 式 
Г(ф,п) =пп— (1 — пп) соѕ0 + СЕ X n)siné 等 效 , 读 者 试验 证 
z. | 
6. 利用 5 题 的 结果 , 试 证 明 第 1 题 \, 第 2 题 ,并 证 明 C 4。 
С'›„ь=СсС— 20). 
3 4.2 品格 的 对 称 操作 
晶体 结构 的 基本 特征 是 ,构成 它们 的 原子 或 离子 .原子 团 在 衬 
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[в] S Эй JE] ИЯ ТЕ НЕЗ, ЖЫ ДИ P VS ña 18 . 周期 性 条 件 促使 晶 格 的 对 称 操 
ТЕЗУ ЮИ Т, ЕЕЕ £ R th B) X Ж h PR E Л Ж. 


1. 平移 对 称 操作 T (ID 


ГАК Е. 晶体 的 最 小 周期 单元 叫 唱 胞 . 唱 胞 的 3 个 不 共 
面 的 校 称 为 量 格 基 矢 , 设 为 ana: 5 аз. 唱 格 矢量 ! 必须 表 为 晶 格 
基 矢 的 线性 组 合 : 
[ 一 Уга, = ña, + Га, + бау, (4.9) 
其 中 Li(i 二 1,2,3) 应 为 正 整 数 . 对 于 晶 格 ,在 平移 变换 TD Е, 
r— r = ГО) = r+ I, 
具有 不 变性 ,所 有 { 工 ( 站 )} 集 合 构成 基本 平移 群 ,或 点 阵 的 格 群 . 平 
移 矢 量 1! É) SE О) ЕД = ЖЕДИ Ж ЕЕ, Bl # ЗЕ RE. i Ед £ 
是 基本 平移 操作 的 几何 表现 , 晶 格 点 阵 则 是 晶 格 粒子 的 实际 分 布 . 
品格 点 阵 可 以 是 一 个 布 氏 点 阵 , 也 可 能 由 多 个 相同 的 布 氏 点 阵 套 


构 而 成 . 例如 NaCl 的 晶 格 点 阵 就 是 由 氯 离子 和 钠 离 子 分 别 构成 
的 面 心 立方 布 氏 格 子 套 构 而 成 的 . 


2， 唱 格 的 一 般 对 称 操作 


将 保持 晶 格 不 变性 的 所 有 对 称 操作 (平移 .转动 .反射 及 其 组 
MEA gR wL AIZA DDR], 


r— r = g(R,o)r = Кг + Saa, (4. 10) 
Ж R 为 OC3) 变 换 ,a 为 正 实数 ,其 整数 部 分 为 L. HM aH 
(0<%;+,<1)G=1,2,3), BI E 

g(R,a) = T(t)g (R,t). (4. 11) 
当 а= 0 时,g(R,0) 表 示 转 动 与 反射 ; 当 RSE, a 必须 取 整 数 , 表 

不 平移 变换 g(E,L1)= 二 TY) ,相继 两 次 操作 定义 为 它们 的 乘积 , 则 
g(ROg(R or) = (К. В',а + Ræ). (4.12) 
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gf(R,a) 的 道 元 素 是 g (R ',— Ка), MARA g (E ,0). 显 
然 , 所 有 晶 格 对 称 操作 集合 {g(R,a) } 满 足 群 的 四 个 公理 . 这 样 构 
成 的 晶 格 对 称 群 称 为 空间 群 , 记 为 S. 上 述 格 群 {TT(1)}, 可 以 证 明 
是 群 S 的 正规 子 群 ,其 陪 集 元 素 可 以 表示 为 (4. IDA. 

由 于 g(R,t 中 的 尺 与 上 有 一 一 对 应 的 关系 ( 见 问题 2) , 故 平 
移 群 的 陪 集 集合 (包括 平移 群 ) 与 实 0(3) 的 变换 存在 一 一 对 应 关 
Ж.Б ОСЗ) АТР S/T), НАЛ А ВЕ. АК Е, 
记 为 С. 一 般 说 来 ,集合 {gC(R,?)} 并 不 构成 群 ;点 群 亦 韭 空间 群 的 
子 群 .只 有 当 t 二 0,g(R,0)==R B, АЯ FE z [B] # T. 这 种 
空间 称 为 简单 空间 群 . 

3. 周期 性 条 件 对 实 正 交 变换 R 的 限制 

由 于 平移 群 元 (1) 的 共 罗 元 ( 见 问题 1) 

g(R,0) TDe(R,a) = gE) = ТОЭ), (4.13) 

(Ж гео JE 3k Е JÚ #& , A F E Е 5 E ## BJ ЛЕ. 
(4. 13) 式 对 R 的 形式 有 严格 限制 ， 

设 {es} 为 正 交 归 一 基 矢 组 , 则 有 

е, * €p == ‹е„,е„) = Olab = 1,2,3). 
ЗЕ ТЕ 3E ЛЕ F $E ЕЛ. 
ГСК) = e, * Re, = ‹е„,Ке,). 

转换 以 {a)G 一 1,2,3) 为 基 矢 组 , 且 令 


3 
а, == У e, Xali = 1,2,3), (4. 14) 


显然 实 和 矩阵 X 为 正则 的 , 即 деїХ 0. B| АВЖ Б (1,2, 
3), 


3 
bi = У(Х) лел. (4.15) 
a=] 
由 《4. 14) 与 (4. 15) 式 ,有 
3 3 
Ё, ”Ci 一 《Di Qi -一 (У(Х) еу, У'еХ,,) 
k=] {<= | 
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= SXi Xg (e, el) — > Xi X, 
hd k 


= (XX); = ò; 
以 晶 格 基 矢 为 基 , 实 正 交 变换 尺 的 表示 矩阵 R 一 般 不 再 是 实 
正 交 的 ;其 矩阵 元 RA 
= У\а,К,,КЬ, == 2 (А-1), ,, 
R; - (Ь,,Ка,) = (a, ,R71b,) 
— R = X 'RX. (4.16) 
(4. 16) 式 用 并 矢 表 示 如 下 (省 去 下 上 一 横 ): 


R = Ñ Raa b= DRD b; ға 
isj isj 


其 中 R;=b,* R аса, • (R Db BF DRP L= RG, 
一 1,2,3),R; 应 为 整数 . 当然 ,其 迹 亦 应 为 整数 ,在 等 价 相 似 变换 
中 , 短 阵 的 迹 不 变 . 为 不 失 一 般 性 ,以 Oz 为 转轴 , 则 相应 的 转动 矩 
阵 为 


cos 一 Sing 0 
Г(В) = |sing cosg 0|, 
0 0 1 
Вр Tr[T'(é) J=1+ 2cosé= + Ж. 亦 即 
т 


ф = 
对 应 C, 和 SOUAR- ADAR HH n 次 固有 和 非 固 有 循环 点 
群 . Sn) 包 括 转 动 与 反射 元 素 .$S(1) 只 有 二 个 元 素 , 空 间 反 映 i 或 
i METE. SORRA 6. 其 余 循 环 点 群 的 阶 数 均等 于 其 次 数 减 


п. 


‚п = 1,2,3,4,6, т = 0,1,2, 


定理 除 一 次 轴 外 , 沿 任 一 转轴 方向 上 必 有 晶 格 矢量 或 倒 晶 格 
和 天 莉 ;在 与 转轴 垂下 的 平面 内 ,至 少 有 两 个 不 共 线 的 晶 格 矢量 和 倒 
BH IA ЖЮ. 
WERA 除 一 次 轴 外 ,所 有 循环 点 群 都 包含 C,.C, sk S,. 显 而 
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易 见 ,由 图 4.3,C2: 十 ! 平行 于 转轴 光一 
Cad 则 垂直 于 转轴 .在 此 两 矢量 决定 的 平 
ЛУК, FR 21) £ faj ña RE Г, IJ С. 
为 与 n EE ,BHB 5 I—C,l RELA 
一 唱 格 矢量 . 

对 于 SC2) 群 ,证 法 相同 . 对 于 C, 群 ， 
则 [十 C4 十 C 红 平行 于 转轴 n( 直 接 作 图 
图 4.3 [1 十 Cl 平行 转轴 FM) ACUC EÉ THH n. 

L C, 垂直 转轴 对 于 倒 格 矢量 关 , 由 于 天 .1 一 整数 ， 

而 且 


(RK) -I= > (Rk)L = > KR 
i,j isj 


= > K;Rī'L = K - (RI), 
ij 


亦 即 RK 亦 为 倒 唱 格 矢量 .因此 可 以 利用 上 法 ,证 明 有 关 结 果 . 

周期 性 条 件 对 于 平移 天 量 亦 有 寿 干 限制 ,在 些 我 们 不 拟 深 究 . 
[B] BJ E АА K XP PRE ЕСК, т, ВЕНИТА НЮ А СКА), 
保持 不 变 的 直线 和 平面 ,分 别称 为 对 称 中心 、 对 称 轴 和 对 称 平面 . 
对 这 些 对 称 元 的 讨论 ,也 有 许多 有 趣 结果 . 限于 篇 幅 , 也 不 拟 一 一 
NAT. 


ja] 题 


1. 证 明 平 移 群 {TT([)) 是 空间 群 lg(R,a)} 的 不 变 子 群 . 
2. ФЕВ x] + E £ ARRERA, у gC(R,1)ES, 其 
中 尺 与 有 一 一 对 应 关系 . 
[з ж. g(R,) 与 g(R,t)ES, 则 
(К), g(R,tfr'y STC R 't + R Y) =T, 
Fp— R + R t =t —t =R =l =0,Pp t =t. 注意 a= 二 [十 ft， 
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0<;<1,;=1,2,3. | 

3. 证 明 若 有 ov mikit C, $, A) С. 轴 成 为 双向 轴 . 
[提示 : 邻 a,=C;i,C, Фй + о, RES ELN R о Cha, = 
С.С =iC С | 

4. 在 直角 坐标 系 中 , 写 出 转轴 踊 Oz 轴 、n 次 固有 转动 和 非 固 
有 和 宾 环 点 群 的 生成 元 的 矩阵 形式 和 并 和 拓 形 式 , 并 计算 {3)} 和 {(4)}. 


[RRC w ЖЯ, С'„,50)% Ж ЖЯ, C',,i 所 有 点 群 的 和 式 
УК, = {R} RAH КУМ) = Мп еп, ЖФ М 即 为 n,n 表示 


n Ња n. n=k e КС.) = КЕСЕ —k К) соз 
+ СЕ Xk)sing, j=% —.{З}ЕРр n=3, 4 A (3) 2A 出 ус (4) 则 
要 考虑 反射 元 素 , 矩阵 形式 比较 简单 .| 

5. 用 并 矢 计算 绕 [111] 方 向 (= j+) 


/3 из Уз 
8) AE E. 
|38 ж. = лп СЕ —nn)cos# + (I X n)sing, cos120°= — +, 
о. м3 = 1 |, 
sin120° = 2 ‚Е X n= G+ jj + kk) X = == k ij + ji— jk 


0 0 1 
1 0 ЈЕ 
0 1 O 
S 4.3 第 一 类 点 群 


第 一 类 点 群 不 包含 反射 元 素 , 也 称 固有 点 群 . 固有 循环 点 群 
C,, H n 之 3 时 称 为 高 轴 群 . 第 一 类 点 群 分 类 与 高 次 轴 关 系 极 大 . 
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1. 固有 循环 点 群 C。 


C, 群 又 称 单 轴 点 群 .VY C*EC,(%=0,1,…,n 一 1) 都 相互 对 
易 , 故 C, 群 为 阿 贝 尔 群 . 其 每 个 群 元 即 为 一 个 共 斩 类 ,有 n 个 不 等 
价 不 可 约 的 一 维 表 示 . 在 分子 物理 中 ,一 般 的 线性 链 状 分 子 , 可 用 
C- (п= оо) # Ж, В C- 中 任 一 微小 转动 ,分 子 构 型 依然 重合 ,此 时 
分 子 链 的 方向 即 转轴 方向 . 实际 上 C-，, 就 是 特殊 正 交 群 SO(2). 对 
于 晶体 对 称 群 S ,由 于 周期 性 结构 的 限制 ,已 经 证 明 只 可 能 存在 x 
一 1,2,3,4,6 五 种 情况 .我 们 还 给 出 各 次 转动 轴 的 数目 的 关系 

ns = 3 +n, + 3ne( 至 少 有 两 个 轴 不 重合 ). 


2. D, 群 


D, 群 即 高 次 轴 不 多 于 一 个 的 多 轴 点 群 . 此 时 群 必 包含 C:, 且 

C, 轴 必 垂直 于 C, 轴 , 见 图 4. 4. 否则 ,如 果 是 斜 交 , 则 CsC*C, = 
C';, 必 存在 等 价 轴 不 属于 所 讨论 的 范围 .在 §$ 4.1 及 其 后 问题 中 
已 经 知道 ， 

C,(B)C,CA) = С(с,2$) 

==>С,(А) = С,(В)С(с,2$ф), 
令 С‹(с,2ф)=С(Е==1,+,п—1), Р Æ a—1) 4 С,(А) =С,(В) 
C+ 轴 . 换言之 ,如 图 4. 5, DB BB E # — ЖС, й, n £ C, Sl ( 3 se 


C {пс 
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Ë + C, 轴 )) 构 成 的 第 一 类 点 群 . ЖР п Ж C, 轴 均 垂直 于 nn, 可 表 为 
C, = C; CC,, 

共有 С? ,C2 see Cy U, ДФС” Б С? 表示 任 二 个 C, Ah. 4 

C, 轴 夹 角 为 2x/n. C, н РАФ E Jt B) л + C; A, Л 2 XX. [о] 

轴 . D, 群 共 2n 个 元 素 . 

当 为 奇数 时 ,n 个 C, 轴 构 成 一 组 彼此 等 价 的 轴 , 即 (C2 ， 
CC” =n (С, W pk 9026. 为 偶数 时 , 则 个 С, 
NATAR. H T n Ха, АК C, 与 Cr (k= 二 1,2,…， 
?一 1/2) 为 一 类 ， 

小 结 : 当 为 奇数 时 ,2x 个 元 素 构 成 的 D, 群 , 其 共 斩 类 个 数 
为 (n 十 3)/2. 

(Е), {C2}, {С.С Ul | |. (CPP, Ct) 


TRM 1 n C) x 2 总 数 = 2n 


类 数 1 1 HH 总 数 二 5 


当 为 偶数 时 ,D, 群 有 (n 十 6)/2 “39626. 
Е, 4С.) , С), С, С), , (C2 ЭЛ Cyr. (C) 


?1 у? ?1 
个 数 1 py Fi 1+6 -1) X2 =@ —2) 十 1 一 2 一 1 
类 数 1 1 1 (Z D +1= + 


其 中 和 4C,}) 与 1C',} 为 两 个 不 等 价 的 二 次 转动 . 

ЕЖА, Р, B) n=1,2,3,4,6. 

D, ANRA 4,8 21 Н5ЖЖ%ФИҤИН) C, 与 C'; 轴 ,它们 生成 第 
三 个 С, 轴 一 一 C :与 CC 均 垂 直 :C LC', LC”, | Ci, 它 们 构成 
4 个 元 素 构 成 的 阿 贝 尔 循环 群 ( 辐 构 于 空间 反射 群 )， 

D, = (Е,С,,С',,С",). 


BRA л ЕЕ, ра 个 不 等 价 不 可 约 一 维 表示 .由 & = >Ë, 
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得 [,=1,=1,=—=1{,=1. 
D, 群 , 群 元 素 g= 二 6, 类 为 3. f 1 = 
1 二 1 ,ls 二 2, 此 群 同 构 于 S; 群 . 
D, 群 ,g= 二 8, 类 为 5. 如 图 4. 6 RE 
轴 n, 转动 ,分 两 类 {C4,C3) 与 {C4). 两 组 
“不 等 价 二 次 轴 С, 转动 ,分 别 构 成 {Cs} 与 
(Съ), (С. 2E BJ FE SR 7 п;,Ё e, H m, 
п HITR C; УС”. (R CP 为 绕 等 
价 轴 e, 转动 т). {Ci;} 组 的 转轴 为 n; = 


= e +e) ,包含 С 与 C; 1, D, 群 


有 4 个 一 维 、1 个 二 维 不 等 价 不 可 约 表 示 . 

D, Ж.Я 12 个 元 素 ,分 61-35 $ 28 ; fE pu; E n, 的 转动 
的 3 类 {Cs,CGs), {CCE {G3); 两 组 不 等 价 的 2 次 转动 {Ce), (Ci), 
每 组 3 TER. 第 一 组 (Ce} 的 转轴 m(2) 为 el 方向 ,第 2 组 转轴 为 


п (2) = Зе, +е,), 5 e, 成 30° 角 . 


na 


4.6 РЭ, 群 转 轴 


3. 高 次 轴 多 于 1 的 点 群 一 一 了 .O 和 了 点 群 


设 除 C, 轴 以 外 ,还 存在 其 它 的 高 次 轴 与 C, 相交 于 一 点 О. ір 
Cu。 为 与 С, 轴 夹 角 最 小 的 高 次 轴 . 由 С» С, CsCr(k 二 1,2,…， 
n) R) n TEO С, З 5 C, 轴 , 夹 角 相 等 .以 O 为 中 心 , 任 意 
半径 的 球面 ,联接 ”个 C,, 轴 与 球面 的 交点 , 则 得 到 球面 内 接 正 > 
5 Е.С, 轴 则 通过 多 边 形 中 心 . 显然 在 正 多 边 形 中 再 无 其 它 转轴 . 
这 个 正 n 边 形 与 个 等 价 С, 轴 构 成 一 个 正 多 面体 ,同样 在 每 个 
Cm 轴 边 ,也 有 夹 角 最 小 的 mn 个 等 价 的 C, 轴 , 因 此 在 每 个 Cn 轴 周 
围 , 亦 可 构成 一 个 球 内 接 正 多 面体 ,顶点 就 是 С, 轴 与 球面 的 交 
点. 离 次 轴 的 点 群 正 是 描述 这 种 球 内 接 多 面体 对 称 性 的 点 群 . 实际 
上 相应 的 点 群 只 有 几 种 ， 
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例 1 2 一 3, 和 2 一 4, 构 成 球 内 接 立 方 体 . 每 个 顶 角 均 为 3 面 (Cn 
二 3) 正 顶点 ,这 3 面 中 每 一 面 都 是 正四 边 形 . 

一 般 说 来 ,由 相等 的 正 ” 边 形 围 成 的 正 多 面体 ,每 个 和 2 AE 
顶 角 是 凸 顶 角 , 则 和 个 正 多 边 形 顶 角 的 总 和 乡 满 足 条 件 


_ эз(п— 2) 
# = ri 


由 条 件 (4. 17) ,得 到 如 下 结果 . 

(1) 当 n=3,m 二 3,$ 二 x 之 27, 相 应 正四 面体 描述 其 对 称 性 的 
点 群 , 记 为 了 .该 群 有 4 个 等 价 3 次 轴 Ci Cu СФ C, 分别 由 
顶点 与 其 对 面 中 心 联 线 得 到 . 它们 应 给 出 9 个 元 素 , (E, 4C:, 
4Сз). 同时 4 个 C, 轴 的 联合 作用 ,得 到 3 个 С, 轴 . 人 群 有 12 个 元 
率 , 分 АЛТ ЖЖ, 3 个 一 维 表 示 和 1 个 三 维 不 可 约 表示 . 


(2) 当 a=4,mm 一 3,g 一 了 x<<2r, 相 应 立方 体 描述 的 对 称 点 群 
记 为 O. 注意 联结 正八 面体 各 面 心 就 得 到 正方 体 , 两 者 具有 相同 的 
对 称 性 . 以 立方 体 而 论 ,O 群 元 素 应 为 4( 每 面 有 五 ,Cl,Cz,C3) х6 
(个 面 ) 一 24 个 元 素 , 群 元 分 为 5 38, E;4(C1,C2);3(C1,C1);3(C 
=С;);6(С„),ЖҖ С, 轴 为 立方 体 对 角 线 ,有 4 条 ;C, 轴 为 相对 面 
中 点 的 连 线 (或 沿 相 邻 三 条 棱 的 方向 ) ,有 3 # ;C, 轴 为 沿 立方 体 


侧面 的 对 角 线 方向 ,如 FHD A 6 条 . 注意 ,等 价 的 四 次 轴 


转动 分 为 两 类 . 由 1 十 1 十 2 十 3: 十 3: 二 24, 可 见 在 O 群 的 5 个 不 
等 价 不 可 约 表示 中 ,有 2 个 一 维 表示 ,1 个 二 维 表示 和 2 个 三 维 表 
JR. 


п < 2х(ля,т > 3). (4. 17) 


(3) 34 n=3,m=4,$= Srx<<2r, 相 应 正八 面体 与 正方 体 有 完 
全 相同 的 对 称 性 . 实际 上 ,正八 面体 亦 可 视 为 球 内 接 正 方 体 , 其 6 
个 面 心 联结 起 来 , 即 构 成 正八 面体 的 6 个 正 顶 角 , 因 此 能 使 立方 体 
重合 的 对 称 操 作 也 能 使 正八 面体 重合 ,反之 亦 然 . 结论 就 是 正八 面 
体 相 应 的 对 称 群 依然 是 O В. 
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(4) 当 я=5,т=3,ў=-—л<С2х‚ } БЕ Ж fB Р, Ж 

的 对 称 点 群 记 为 7. 群 元 素 为 60 个 ,分 为 5 28: 
Е;10(С1,С%@);60С1,С);6С0С%,С:);15СС,). 

其 中 10 条 等 价 С, 轴 ,为 相对 顶点 的 连 线 ;6 条 等 价 Cs 轴 , 为 相对 
正 五 边 形 面 心 的 连 线 ;15 条 等 价 的 C, 9н, И] E +H xJ P dB Ü B) ë 
5%. 

H 二 十 3 十 3 十 和 十 5 二 60, 可 知 在 7 了 群 的 5 个 不 等 价 不 可 约 
表示 中 ,有 1 个 一 维 表示 ,2 个 三 维 表示 ,1 个 四 维 表示 和 1 个 五 维 
Жл. 


(5) 214 n=3,m=5,$=>1< 2r, Н] Б T IE = fa — + IN Ж. 将 


正 五 角 十 二 面体 的 面 心 联结 起 来 ,就 是 正三 角 二 十 面体 . 显然 , 描 
述 正二 十 面体 对 称 性 的 点 群 亦 为 了 工 群 . 

必须 强调 指出 ,在 三 种 正光 边 体 点 群 了 .COC 和 7 了 7 中 ,只 有 OO 和 群 
和 了 和 群 才 是 晶体 点 群 ,原因 是 7 了 7 群 包含 有 在 晶体 对 称 性 中 不 存在 
的 C; 轴 . 但 在 描述 分 子 对 称 性 ,如 最 近 发 现 的 Coo 及 其 衍生 物 中 ,7 
群 却 是 十 分 重要 的 . 

为 便于 读者 了 人 解 有 关 对 称 操作 和 对 称 轴 的 详情 , 现 将 有 关 多 
面体 的 几何 元 家 归纳 于 表 4.1 中 ,将 有 关 固 有 点 群 群 结构 归纳 于 
表 4.2 中. 

表 4.1 高 次 轴 点 群 相应 多 面体 的 几何 结构 


4 个 正三 角形 


6 个 正方 形 
8 个 正三 角形 
12 个 正 五 角形 
20 个 正三 角形 
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3 4.2 第 一 类 点 群 结构 简 表 


я 不 等 价 不 可 约 | 分 解 为 指数 为 
点 群 а 括 各 转轴 个 数 表示 的 个 数 


循环 群 | 生成 元 a 的 不 
“eeel a n a вян | јата 


ч 
° 

N 
М + 
, 
$ 
f 

‚ 

А 
1 , 
1 


“其 中 了 群 不 属 晶 体 点 群 , 表 中 还 漏 列 6 个 Cs W. 


—® ы í к 
ә 


Ф 


Сэ фы сз e со G 
о GO e ы MM н> 0 
t =e — 


б) A 


1. 在 直角 坐标 系 中 ,表示 出 

(1) Р, 群 所 包含 的 所 有 转轴 的 方向 . 

(2) O 和 群 各 转轴 的 方向 ,并 指出 构成 其 子 群 了 的 转动 变换 . 

2. 证 明 芽 群 的 所 有 元 素 痢 可 以 唯一 地 表示 为 其 子 群 C; 和 
D, ёз; 5} ® Ж, Ж 65 Ж Ж. 


[提示 ;证 明 此 类 乘积 中 没有 重复 元 素 .| 
$ 4. 4 第 二 类 点 群 
第 二 类 点 群 的 表示 矩阵 的 行列 式 值 为 二 1, 就 是 包括 反射 元 素 


的 旋转 点 群 . 现在 基于 第 一 类 点 群 的 结构 分 析 ,研究 第 一 类 点 群 的 
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结构 与 分 类 . 

# il, HB O(3)/SO(3)=C,( Z 3RR)= (Е,1), E rB E J 
恒 元 ,i 为 反射 操作 . О(3) = 5003) С, = 50(3)0:50(3). iH SO 
СЗС), (АСЗ) ШЖ ОСЗ) ЕН ТОЗ) A 
陪 集 ,SO(C3 ) 为 O(3) 的 指数 为 2 的 正规 子 群 , 即 第 一 类 点 群 . 

设 G 为 第 二 类 点 群 , 将 它 如 下 分 解 : 

G= HUiF, HNiF= @, (4.18) 
其 中 集合 于 与 只 包含 正规 (固有 ) 转 动 . 

(1) 34 C G 时 ,此 时 第 二 类 点 群 称 为 了 型 第 二 类 点 群 . 

由 于 НСС,ЕСС, В : 223 (4.18), WE G=¿;H UF, xf j, 
(4.18) 式 ,可 知 H = F= SO(3). G= H@C,, ЖФ H ж — 26 K 
群 .就 是 说 ,了 型 第 二 类 点 群 由 第 一 类 点 群 与 反射 群 的 直 积 构成 ， 
其 不 可 约 表 示 为 第 一 类 点 群 与 C; 群 不 可 约 表示 的 直 积 . 

(1) n= 二 偶数 С, = С.С; s D,, = D,C9C.. ЯА] ни IK да ЖЕ п==2, 
4,6, ГА АЕА РИ НБ ЯТА. Б — Жду АЈ Jú Ж 
是 相应 第 一 类 点 群 的 2 倍 . 

(H) л==®ї .5„=С,„@9С,, D, ,= Р„@С,. 对 于 晶体 点 群 ,一 
1,3. 其 中 二 1, 对 应 的 C;==S,= {E,i}, Da5 (Е,с),Х 8 а 表示 
群 中 包含 通过 主轴 (或 k 轴 ) 的 平面 的 反射 . 这 两 个 点 群 不 包含 主 
Н, КСА Я. 当 n= 3 А, 5 „2С: = СОС, , D, = Р.С, , 70 
素 比 相应 第 一 类 点 群 的 增加 一 倍 , 即 2л 个 . 

(ш) 第 二 类 多 面体 点 群 ,T; =TOC ,O,=OGC9C, ,# À Ë T ñu 
体 群 ,还 有 1,=169С,. Т, 群 的 对 称 性 可 以 用 图 4. 7 所 示 立 方 体 表 
示 . 其 中 c, 面 平分 4 个 С, 轴 . 3 个 等 价 的 o, 面 都 通过 正方 体 中 
心 , 且 垂直 于 3 + C, 轴 . 有 24 个 群 元 素 .O, 群 的 对 称 性 可 以 用 图 
4. 8 有 所 示 立 方 体 所 表示 . 注意 其 中 o 5 0 5 T, 的 异同 . 此 时 3 个 
С, HR À T 群 的 3 个 Cs ШШ. Т, RA 48 个 元 素 . 

I, 群 为 晶体 点 群 以 外 的 点 群 . 以 与 O, 群 相似 的 方法 引入 о 
面 , 共 有 120 个 元 素 . 其 不 可 约 的 最 高 维 为 五 维 . 
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图 4.8 О, 对 称 性 


4.7 T, 对称 性 


(2) 当 iEG 时 ,相应 点 群 称 为 p 型 第 二 类 扣 群 . H LWE R OR, 
问题 ) ,其 构造 方法 是 从 第 一 类 点 群 M 出 发 , 遍 取 所 有 阶 数 为 其 一 
半 的 所 有 子 群 瑟 , 按 如 下 方式 构造 

С=Н\)+‹М—Н), (4.19) 
BH HJ НУЫ д Е. 即 是 

Son == C, U :(C,, — Cn) = C, U :C',C,, п = 偶数 ， 

С„ = C, U ECan — С,) = С, U :C',,C,, n = 奇数 ， 

С = D, U :(D,, — Dn) = D, U s,GC,, n = 2,3,*®, 

C, I = D, U iDan — Dp) = D, U :C',,D,, п = 偶数 ， 

Ta=T UiO —-T)=TU:C,T, (4. 20) 


其 中 C, р, 5 Bh THI oc // C, #, В С, 54 Сз (с) 


Сз(а) 


АМС, W, Cm E 0, CE Cmn k=l, 
"esn — 1). 可 以 证 明 ,C, 与 D, 同 构 
CH 5 RN); Tu 群 的 对 称 性 可 见 图 
4.9, 其 中 工 群 的 4 个 顶 角 为 a、b、c、 
2,4 条 立方 体 对 角 线 就 是 Cs 轴 ,3 
条 对 面 中 心 联 线 就 是 C, 轴 . 可 以 证 
Hj, T 群 同 构 于 O В. 其 它 符号 的 
意义 ,前 文 均 已 交代 清楚 ， 图 4.9 T, 对 称 性 
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总 之 ,户型 第 二 类 点 群 与 相应 的 第 一 类 点 群 同 构 . 实际 上 ,由 
前 者 可 以 构造 后 者 , 见 法 则 (4. 15) 式 ;由 后 者 亦 可 构造 前 者 ,即将 
第 一 类 点 和 群 的 任 一 指数 为 2 的 正规 子 群 作为 固有 子 群 ,然后 将 其 
陪 集 元 素 分 别 乘 以 交 即 得 到 非 固 有 转动 ,由 此 可 以 得 到 与 原来 p 
型 第 二 类 点 群 同 构 的 第 二 类 点 群 . 


问 Ай 


1. 证 明 法 则 (4. 19), 即 对 开 定 理 . 
[提示 :在 (4.18) 式 中 ,应 有 НП:Е= @.ҖЯЙЯ|,у s€ H | ;F = 
ig CiFCG=> igg =i EG. ЖҮ hE H,# detT'(h)= +1,8 W, 
НСТ, ЖИЗ п. ЖҮ fao f € F, H hisih E G= hh. 
CF ,hAh C F.%4 h Ж H,W] n Sn (F 集合 元 素 个 数 ). X. h ¿ f. 
*1/в== Ј.С, B. feJ EH, +, Е FP Pf ñ £, £ K, £ —> n < 
ni 所 以 4 二 ny. PR H A GAE- R М=НЦЈЕ, Ah f.€ F 
СМ,ҺА,СН Z f/.fC НСМ, Жо M 为 群 , 且 为 第 一 类 点 群 ,不 
Sik RAF G. +# Е= М-Н. | 

2. 证 明 C,, F] 39 + D, A. 
| 提示 :只 要 有 一 个 wm 通过 C, 89 LA n À o, ЖЖ С, 4, С. 
轴 变 为 双向 轴 二 一 C: 与 C; 同类 .n 为 奇数 时 ,与 D, 轴 C, 轴 一 
on 个 o, 面 属于 同一 类 .nn 为 偶数 时 ,n 个 0, 面 分 为 两 个 等 价 类 . 
于 是 С.Ж п Хо, 操作 与 D, Ж п ЛАС, 轴 操 作 可 以 建立 一 一 
对 应 的 映射 , 故 CD 此 处 二 表示 同 构 于 . | 

3. 证 明 S,=C,,. 
[ 提示 :S, 二 Csonyn 二 1,2, 即 无 轴 第 二 类 点 群 .n 这 3, 由 (S,)" 二 CC 
二 04EG, 同 C1;EG,CEG 一 >>5, 二 Cn.n 二 偶数 ,oa, 5 CC 
一 aCro , Fi +f COA (Со) E G=> C:=C',,€ G, S, 651 gE sb 
包含 了 Cn 的 正规 转轴 . Si=Cl = E, n 阶 循环 群 ,n 为 奇数 时 ， 
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5" = C=, AE, S =E, № 2n МАЖ. S,S=C,o,. | 

4. RIE T SO Ж. 
[ 提示 ; 见 图 4.8,o 面 正 好 包含 两 个 С, #h——C. (а) 5 C, (6), R. 
平分 C,(c) 5 C,(d). 由 于 其 它 C, 轴 组 合 操作 ,产生 另外 6 个 


面 , 分 别 由 相对 核 组 成 , 原 C, 轴 变 成 S, 轴 ，,Cs 轴 及 3 Л 5, 轴 成 为 
双向 轴 , 亦 即 一 一 对 应 . 


Ta T 

1 类 E E 

2 类 3(C},C3) 3(C3,C3) 
3 类 3 (Sisi) 3(C4,C4) 
4 类 3(Sí=Ci) ЗСС?) 

5 类 6(с,==с) 6CC,) | 


5. 设 G 为 多 面体 群 , 利 用 对 开 定 理 (4.15), 构 造 p 型 第 二 类 
点 群 . 


[提示 :7T 群 与 7 群 无 指教 为 2 的 子 群 .O 群 令 нет, O—T = 
CT, вр O 二 TBCIT, 第 二 类 点 群 М=ТФгС\Т. | 

6. 设 G=Cza ,利用 对 开 定 理 构 造 M. 
| 提示 : 令 HH={E,C 多 ,C7 二 C,, 则 G 一 HH 二 Cw 一 C, = С), 
- C,, 故 M=C,@;C;,C,, 9 п= 8 Ë ,M=S,in=##,M=C,,. | 

7. 设 G= D, ,#!) АЖЖ іе M. 
[E =, H=C,, WJ С=С,Ф:С',С,>М=С,ФС'.С, =C, BoC, 
一 Cn 二 2,3,4,…, 著 G=D, 还 可 令 H= D,,G= D,@C!,D,= 
M=D,@®iChD,. 5 n=% ,M=D,,n=# #,M=D,Doa,CD, 
= р„©вьр„= D.,. J 
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$4.5 ЖА 


晶体 的 结构 的 平移 不 变性 ,限制 只 有 n=1,2,3,4,6 次 转轴 
(主轴 和 像 转 轴 ) ,结果 使 得 晶体 点 群 只 有 32 种 ,分 为 7 大 系列 . 
在 3 4.2 节 ,我 们 知道 晶 格 矢量 可 以 表 为 | 


3 
I = У La; = Га; + la, + L303 ， 


晶体 中 任意 位 矢 7, 在 形 如 (4. 20) 的 所 谓 基 本 平移 rrt F, gh 
体 结 构 具 有 不 变性 , 且 {Zi,li,is}) 集 合生 成 布 拉 菲 点 阵 ,i 称 格 矢 . 
器 体 点 群 是 唱 格 的 布 拉 菲 点 群 的 对 
A /A 称 群 , 它 可 以 描述 晶 格 点 阵 的 对 称 
/phe | 性 ,宏观 对 称 性 ,但 一 般 说 来 并 不 是 

2 晶体 点 阵 本 身 的 对 称 群 
试 考虑 由 布 拉 菲 格子 (图 4. 10)， 

图 4.10 布 拉 菲 格子 ”七 种 晶 系 如 下 : 
(1) = < (Triclinic). Ж Еж 
子 中 ,ai 天 as 天 as, 且 a= 8=Y. АНС ЖЯ C, 只 有 简单 三 斜 系 
(P ) 一 种 . 


(2) 2 8 Ж Monoclinic). a, +a, Za, (Н а b=, 
СЕЗ). ЖАА C,.C;, С, = (Е,с). EE 8 50 (Р), Же 


上 、 下 面 心 有 点 阵 , 称 底 心 单 斜 晶体 (C). 
(3) EX £ (Orthorhombic). a; a: £a; а= В=7= = ,对 应 


БАЙК D, (8) X E 8 表示 包含 8 个 元 素 , 下 余 同 )、D,(4) 和 С„(4). 
正 交 系 又 包括 简单 正 交 (P)、 底 心 正 交 (C)、 体 心 正 交 (I) 和 面 心 正 
交 (F) 等 . 对 于 Cs,, 还 有 侧 心 正 交 (A). 


(4) 三 方 系 (Trigonal). a, =4:=4;, H а= В=7= т, 对 应 点 
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群 С, (3). С», (6). 0,06). Da (12) #l 566). 只 有 简单 三 方 (R) 一 
种 . | 

(5) 四 方 系 (Tetragonal). а= а,э©а;. а= 8=7= 7,9 й 
P РУЖА ЦРУ (T В. 对 应 点 群 С, СА). C, (8). D, (8). 
D, (16).C, (8). Da8) FI S, (4). 

(6) 六 方 系 (Hexagonal). а,=а»з©аз, H a=0= Y=, 1 
应 点 群 C (6).C¿ (12) „Се, (12) .СзьС6). 0,012). Dó, (24). Dza (12) 
只 有 简单 六 方 (P) 一 种 . 

(7) 立方 系 (Cubic). a 二 qa, 二 a;; 且 a= B= Y= =, i s B 
T(12).T,(24).T (24).O(24)#l O, (48), 18) 575 (Р), Ж 
LED. Аз. Л) CF). 

全 部 七 种 晶 系 具体 结构 见 图 4.11, 细 分 又 有 14 类 .其 中 包括 
32 ЖА. 

图 中 符号 РТА 与 F 等 的 含义 是 不 同 平移 . 如 果 选 择 非 原始 
й\ ж ж ж #E 39 Ж X Ша, а, аз. 此 时 在 基 矢 的 方向 仍然 
是 晶 格 的 最 小 局 期 ,其 任何 整数 线性 组 合 仍 是 卓 格 矢量 ,只 是 允许 
某 些 特殊 分 数组 合 的 也 是 晶 格 矢量 ,如 i= (а, а Баз) ,相应 
的 平移 变换 记 作 .1.1 ,这 样 变换 构成 的 平移 群 记 为 T. 整个 平 
移 群 记 为 Ti. Ti 是 Ti 的 不 变 子 群 .根据 本 形式 ,将 平移 群 分 为 四 
种 类 型 . 

(1) 了 ;原始 平移 群 人 (primitive ) ， 

Т = Тү. 
(2) 1; 体 心平 移 群 (body-centered)， 
ТГ, = TUE, 1 1.1). | 
(3) A.B 和 C: 底 心平 移 群 (bose-centered ) ， 
А:Т, = ТАЕ,Гз 《实际 是 侧 心 )， 
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立方 品系 (P,F,I ) 7 Jyda (P) ZARR) [q y da # (P .,1 ) 


a, = q; = аз а = G> a, = а> = а3 а: = а Æ аз 
а= В = y =90° а= В = 90° а= В = у а= B = y =90° 
У = 120° а 560°, 90° 109°28716' 
аз 
аз 
AAS г, 
| — 
а: а! 
а 
! 单 斜 品系 (了 P，,C ) = #l da # ( P ) 
ЕЗ 8 ( P, C.F 1) а 90° 
d а>,а3 
В = У = 90° 
G; + ау 
а= В = У =90° 


4.1 БЖ (14 类 结构 未 标明 ) 


В.Г, = TAE, D, 1), 
С.Т, = ТҢЕ,Га з}. 
(4) 下 : 面 心 平移 群 (face-centered ) ， 
Г, = TE, Lot, l, Py l Гл з}. 


这 些 平 移 群 与 唱 系 结合 起 来 ,形成 14 种 晶 格 类 型 , ну ERT. 
这 些 平 移 群 与 相应 点 群 配合 ,形成 73 种 简单 空间 群 . 所谓 简单 空 
间 群 系 指点 群 是 其 子 群 的 空间 群 . 对 于 一 般 空 间 群 ,可 以 证 明 , 共 
有 230 种 , 它 描 述 了 所 有 可 能 的 唱 体 的 对 称 结构 . 其 详情 可 参见 一 
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般 固 体 物 理 或 晶体 结构 的 书籍 . 

表 4.3 列 出 32 种 点 群 的 结构 ,图 4.11 列 出 了 14 种 布 拉 非 格 
子 基 矢 的 配置 ,我 们 可 以 直观 了 解 其 几何 结 梅 . 在 表 4.4 中 则 列 出 
32 种 点 群 的 特征 标 , 以 备查 阅 . 

晶体 结构 对 称 性 决定 晶体 的 物理 性 质 , 因 此 晶体 点 群 . 空 间 群 
有 许多 重要 应 用 ， 

表 4.3 32 种 点 群 结构 
固有 点 群 非 固有 点 群 


АЕ | 循环 群 
Can [arnan] an [aren 
С; С, 


的 乘积 


С, 
С; С, C.C: 
С; Сз, 
С, 5, CC, 
Cs Cy CiCs 
D, СС, C,C,C;/' 
D; CGC: СС: 
р, “C C,C, Cv 
S Cv 
D; Сес. ССС, 
СС, 
Т Су СС, 
О Сз SC Съ СС," 
С\| E 
xX |l 


є==ехр(— 2xi/3) 


° 147 ° 


Ce Ct Ci Ci С 


СЕ С, С C3 Cs 


Е S, S SÌ SE SE Si Sè 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 — 1 — 1 о wl — w а 


1 ww 1 wo—w 


1 ——@—] а? w 
ю==ехр( 127/6) 
Е С; С, С 


ЕС C, С; D; 
Е С. С, І 


СзС2) Сз (3) 
Сз(2) С, (3) 


Е Со 62) С», (2) 
Е С, 02) C”) 
Е Сә 02) С, (2) 
1 1 1 
1 —1 — 1 
1 1 — 1 
1 — 1 1 
2 0 0 


D | E Ci Ci2) C CB) C;(3) 
Cel Е Ci GD Cel2) Сз) C) 

E 5402) 502) 

1 

1 

1 

1 

2 

2 
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T| E C,(3) C3(4) С%С4) O| E Cs(8) Ci) Cr (6) C.,(6) 
XxX!| 1 1 1 . 1 E C3(8) S£(3) Cr (6) 5+{66) 
Y: 1 1 € E? 11 1 1 1 1 
Yl 1 1 є? € y: 1 1 — 1 — 1 
|3 —1 0 0 xy: | 2 一 2 0 0 

X | 3 0 —- } 1 — ] 

ү | 3 0 — 1 — 1 1 


є==ехр(—12х/3) 


例 1 证 明 立 方 品系 的 介 电 常数 为 标量 . 
设 介 电 常 数 张 量 为 Ea la, B=1,2,3, 妈 zyyyz), 则 一 般 应 有 
D. = Уе. 
В= 1 
不 失 一 般 性 ,选择 坐标 ,使 Е= ЕЈС у 90), I 
D, = > epEdp = є„Е = E, E(e = х,у,). 
a,8 
以 y 轴 为 转轴 ，, 作 Ci 操作 :> 一 2 = z, z — д = — z, É 


D' ,二 D,,D', 二 一 Dz. H +f С, 不 变性 ,应 有 D = Da D ,= D. , H 
此 推 知 


和 Ery = — En, Е, == Е, = O. 
НІНУ E W Н х 轴 方 向 作 类 似 分 析 , 可 知 
Ez = Еу. == Еу, = En = 0, 


Ë) e. P 33 ЧЕМ Н лж ЛЖ. 


取 互 沿 立 方 体 对 角 线 (C; 轴 ), 则 给 出 (E. 一 E, 一 E. 一 二 E) 


D. ~ 一 1. Е, D, = eb. 


1 
ШЕ 3” V3 
作 Сз 和 Cs 操作 ,并 计 及 C; 不 变性 , 即 
D'.=D,, Р". = D., D, = D', = р". 
==> D, = D, = D.. 


即 是 Err == Eyy = Er = Е. 
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例 2 求 O 群 的 特征 标 . 

О 群 有 24 个 元 素 ,6 个 2 次 轴 ,4 个 3 次 轴 ,3 个 4 次 轴 .O R 
的 5 100 1,6С,,8С; ‚6С, ,3С,. 5 个 不 等 价 不 可 约 表示 的 维 数 
由 >= 24,181, = 1, = ],% = 2,4 = L, = 3. (XP) h, xP = l, (k 


=] 


= 1,2,3,4,5), H XË (E) = 1G = 1,2,3,4,5), 即 特征 标 表 第 一 
行 第 一 列 已 经 算出 . 
注意 关系 ， 
С; = Е [Xs (C) > = XPE) = 1, 
48 
X? (C2) =+ 1,63 = Е [%P (С) 一 1—> xš? = 1,e*2s/5 
Ci * C, = Ср (CO Xs? (Ci) = x$? (C1) 
=> x° (С) = [XP (C,)]° = 1. 
5 
由 于 > ,XiYX? = 0, 有 


k=] 


Хз (Cs) = 1, XC) =— 1, ДСС) = 1. 


5 5 
由 于 УХ + ДХ? = 0, УО = 0. 将 两 式 相 加 、 相 减 分 别 得 


#== 1 


2 + 8X (C!) + ЗХ (С) = 0, 
(С) + X: (Ci) = 0, 
即 是 


ХЭ (С) 一 一 И — rr (C2), 


Xe (C1) =— X (C3). 
А (90,0200) ре 24, 6 


12[Ж® (СӘ Р + F + Zx (CD + зх CDF. 


但 由 于 Ci=I,C'=I 得 
X (С) = 0, + 2,y2 (Ci) =0, +2 (二 维 表示 ). 
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又 由 前 面 方程 的 约束 ,给 出 yo (C;)=0,xy (Ci)= 2. 由 此 又 定 出 
y (C3)=—1,X (Ci)=0. 
5 
#1 Ж = # Жл. в Уол = 0, > XPXLP = о, 


і = | 
9 
> xy = 0, 和 Уол = g = 24, 48 
k=] k=] 


3 + 8Ж (С) + ЗКО (С) = 0, 
Xi (C) + X,” (Ci) = 0, 
3 一 4xX°(C1)p) + 3X% (C) = 0, 
9 + 12[X (C; р + 3 = 24, 
ys (С) = 0, 
得 x (CD =— 1, 
XP (Ci) = — X” (СЗ). 
Вт, (Cs) 二 士 1( 正 好 对 应 两 个 三 维 表示 ). 
表 4.5 ORRERI 


类 (k) 
{6С›} (8C1) 
x г) 


ат 1 1 
Хх“? 1 +1 —1 1 
х“? 2 一 】 0 2 
т? 3 1 — 1 
ү? 3 — 1] —1 


ІЫ Жж 


1. 计算 群 О„==ОФ9С, 的 特征 标 表 . 
[提示 ;由 XCO,) 二 XCO)X(C,) ,可 得 表 4. 6. 
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%® 4.6 ВО, 的 特征 标 表 


7 8 D 10 
“С | 8:Сз | 6С„ | 3C í 


Ж (k) 


表示 G) 
уз 
уб) 
ү) 
үч 
ү) 
ys) 
үч) 
ү‹8) 
ү) 
yao 


Ca (бы w w (М юр кн. кюк PE P= 
Gb ым бб МЮ PS PS м = кою 


实际 上 所 有 第 二 类 点 群 均 可 用 此 法 得 到 . Ü 
2. 求 出 O 和 群 的 所 有 不 等 价 不 可 约 表 示 ， 

[ 提示 :两 个 一 维 表 示 即 例 2 所 给 出 的 特征 标 . 取 О 的 正规 子 群 N 
= {JT,3C1), 其 商 群 O/N 6 Wr k= 24/4= 6, B O/N= (М№,С',М, 
C'N , С",М,С,М,СМ}, D, = (E,C, ,C,”,C,”,C,,C1). 就 是 由 群 
O #| + # Di 的 同 态 映射 ,VYV g € р, У gN € O,gN—g(4—1). 我 
们 试 由 DD 的 不 可 约 表 示 , 通 过 同 态 映射 ,构造 〇 群 的 不 可 约 表 
示 .O 的 生成 元 可 取 C3 和 Ci, 其 中 Cs 3b 5 C, 轴 相 邻 . 由 于 Cs 一 
Cri:CiC?, 有 0O 〇 群 的 二 维 表示 Г? (C,) = ГӘ (СГ) ГӘ (С) 
ГЭС). # Ж a F] &® Ж Г? (С) = E= ГӘ (С ?). 但 DD; 之 
С», Ж # 2 E 


ші _ v3 
l 0 2 2 
Г (С!) 一 | | , Г (Сі) — 
0—1 V3 _ l 
2 2 


О 群 的 三 维 表 示 由 自然 基 可 得 . 自然 表示 是 不 可 约 的 , 取 С, 
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轴 为 角 O-y-z 平分 线 ,C， 轴 为 O-z-y PTR, DA 


—1 0 0 0 O 1 
Г? (СУ) = оо 1], (С) = 11 0 0j. 
0 1 0 0 1 0 


至 于 另 一 个 三 维 表 示 , 可 由 特征 标 表 Y — yO yV £$. $| Г = 
ҮГӘ УДБЕ 


1 0 0 0 0 1 
PC = |0 0 —1| |, rc} = 1 0 0|. 
0 —1 0 0 1 0 


原则 上 所 有 点 群 的 表示 均 可 用 此 法 得 到 、] 

3. RE O, 群 的 所 有 不 等 价 不 可 约 表 示 . 
[ 提示: 见 问题 1. J. 

4. З и ГРА w S A M P 5 АЛ Ж, AUY mO, 
8) =1GI+1)Y,, (0,$), Ё P Ү,„ (90,$) 为 球 谐 函数 ,/ 二 0,1,2,…， 
7 一 一 ,一 1,0，1,， ,L,Yim(0,$) 实 际 上 为 SO(3) 群 不 可 约 表 
ЖАГ Cg)}) 的 21 十 1 AO OE р) — Ж. W ITU (2) ) 8 D, 群 约 
化 . 
[提示 :在 晶体 场 中 ,离子 谱 项 分 裂 问题 广泛 碰 到 此 类 约 化 问题 . ] 

[DP (g.,)]J, = ECTP e 0 py = 1,2, 21 + 1), 
故 特征 标 | 
{ 2i i(2e+ l)a 
YO (g,) = е" == ea, > (еі)? 一 e ie 。 е. -了 1 
ú sin(i -+ Da 
sin 1, 
2 
对 于 0, Е а= 2к, X” (2х) = 9014-1; 
—1 (3), 
+1 dU A); 
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С,(3)=а = хл, (к) = sin( 5 + Ix) == 


С,(2у===>еа = + =, 


o |е 
3 
| 
Е 


sin ( + =m) 
¿, l = 3m, 
0, [= 3m + 1l, 
— 1, L= З3т — 1. 

总 结 这 些 结果 , 即 得 表 4.7. AP P I.T, 5 Г, 3 P'O Cg) 的 2 
个 一 维 表示 和 1 个 二 维 表 示 而 ana 5 e 则 为 站 的 2 个 一 维 表示 
与 1 个 二 维 表 示 ., {Cgso)} 实 际 上 有 无 穷 多 个 不 可 约 表 示 . 
SO(3) 是 连续 群 . 

表 4.7 SO(3) 群 表示 按 D. 约 化 


表示 {中 } 中 与 Ds 相对 应 згоне 

类 的 特征 标 XO (g。) Алл 

{ (E) SO (3) D; 

0 1 I°", a 

1 3 Г,.ФгГ,; a DE 

2 5 TBD2T, a (2 

3 7 Г.Ф27,02Г; ai D2a 2e 
4 9 2Г.ФГ,Ө3Г; 2а:Фа,Ө3е 
5 11 Г.Ө02Г,04Г; а1092а:04е 
6 13 зГг.Ф2Гг,04Г,; 3a: 2а:4е 


注意 ,其 中 应 用 到 约 化 公式 
т, 一 = Ухо (ЕХ? (g. ] 


a=] 


А 2 
5. Ж H= — у :一 cy (r) ,其 中 V(r) 是 球面 对 称 势 . 如 果 有 


А 
R$ ' 二 一 eV', 其 中 V' 具 有 D, 对 称 性 . £ H, 对 H, 的 本 征 
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态 e 一 1,S 的 能 级 简 并 度 的 影响 . 
[ж ж:ж л ж, =1,Г“ =Г,®Г, 1 =5,Г®=Г@2Г,© 


Ars. ] | 
`6. 请 将 SO(3) 的 不 可 约 表示 ГО O st O, 群 约 化 . 


[提示 : 先 计算 O.O, 的 特征 标 ，] 
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第 五 章 ” 李 群 基础 


李 群 是 群 论 中 极其 重要 的 部 分 . 李 群 及 相应 的 李 代 数 早期 主 
要 应 用 于 原子 和 原子 核 的 壳 层 结构 ,而 后 在 基本 粒子 物理 学 中 得 
到 最 广泛 的 应 用 . 现代 粒子 物理 的 基本 框架 就 是 由 李 群 给 出 的 . 2 
克 模 型 的 基本 对 称 性 可 以 由 SUG) SUR SU (6) 给 出 .所 谓 纶 
电 统 一 模型 则 由 SU (2)ÇOU (1) 群 描述 . 描写 强 相 互 作 用 的 所 谓 量 
子 色 动 力学 (Q. C.DD) 则 由 精确 SU (3) 对 称 性 描写 . 各 种 大 统一 模 
型 则 有 SU(5)、SO(10)、E(6) 等 等 理论 . 总 之 ,离开 李 群 ,现代 粒 
子 物理 论 就 无 从 谈 起 . 

至 于 李 群 在 其 它 领 域 ,如 用 以 研究 数学 中 的 特殊 函数 .处理 生 
物 光 学 中 的 视觉 问题 ,研究 液晶 材料 、 超 弹性 材料 .一般 有 序 介 质 
材料 以 及 许多 工程 领域 ,就 难以 一 一 枚 举 了 . 

李 群 是 一 种 特殊 连续 群 , 李 群 的 概念 实质 上 包含 群 代 数 、 拓 扑 
”和 微分 流 形 的 诸多 要 素 . 本 书 不 拟 采 取 通 常数 学 家 采用 的 严格 公 
理化 体系 ,而 以 应 用 为 宗旨 ,以 鲜明 的 物理 图 象 为 背景 ,以 对 李 群 
局 域 性 质 研 究 为 重点 ,尽量 做 到 人 逻辑 自治 、 材 料 自 足 、 自 成 体系 . 对 
于 李 群 的 整体 性 质 的 研究 ,力求 简明 、 易 慌 . 


$5.1 李 群 概念 


在 一 般 线 性 群 GL(n,C) 中 ,n 阶 和 矩阵 可 以 用 2n 个 实 参 数 确 
Е. СІ. (п.к) ШН п TARE, Ер n: 个 独立 参数 ， 
例 1 О(л) n 个 独立 参数 .原因 是 ,VY АЄО (п), H AtA 
二 ,相当 于 nn? 个 约束 方程 . 
例 2 SU(n) 群 .在 U(1ln) 群 的 约束 外 ,还 加 上 аеА = +1, 4 
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有 独立 参数 п 一 1 个. 
例 3 O(n) 群 .VY AE0(n),AA==E, 给 出 n(n 十 1)/2 个 约束 
条 件 , 即 
S, (A); = 0; G,j= lsn) 


= Sha 一 > axa = б;;. (5.1) 


k=1 是 


当 i 关 7 时 ,(5.1) 式 变 为 
“амар = 0 G,j= 1ni = j), 
有 n(n 一 1)/2 PAR. 而 当 == 3, (5.1) А2 
ака = 1 C= 1,,n), 


k=1 
An 个 约束 .因此 O(n) 群 的 总 约束 为 n(n 十 1)/2 个 ,自由 参数 是 
n(n— 1)/2. 

例 4 SOn. F On, Y AEO(n), 则 detA=+]1, B 
O(n) 群 的 自由 参数 变化 区 域 是 不 连通 的 两 个 区 域 . det A= + 1 对 
应 SOn) R. SO(n) 与 O(n) 的 自由 参数 的 个 数 均 为 n(n 一 1)/2 
个 ,只 是 前 者 变换 区 域 是 相应 det A= + 1 的 连通 区 域 ,后 者 则 在 
两 个 不 连通 的 区 域 detA= + 1 与 detA= —1. 

5 群 O(p,n 一 p)(p 为 小 于 的 整数 ).V АЄО(р,л— 
Р), АЖ РЕЛШЕ X. 28 

V 2,;;а € OQR) 
(2,7 = 1," Db a,b = (p + 1), (р + 2), n), 
V a, a, € 21) ( 纯 虚 数 域 )， (5.2) 
АА = АА = E. (5.3) 
BA s detA= +1, H |detA™® |221, det42| 之 1, 其 中 4 的 矩阵 元 
为 ajs M A” 的 矩阵 元 为 as 设 |det4 | = +m, | det A = +n. 
(m 之 1,n 之 1), 则 OC(p,n 一 pp) 分 为 4 个 不 连通 区 域 ; (т, лп) ( Bl + 
群 5$5О(р,п—яп),Ож,—п),(—жт,п)Ж1(—жт,—л). 
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1. 群 元 素 的 参数 化 


由 以 上 例子 可 见 ,n 阶 正则 矩阵 构成 的 线性 群 的 群 元 总 可 以 
用 7 个 独立 参数 ati 一 1,2,…,r,r 二 2n?) 参 数 表示 ， 
А = A(a,,a) = A Ca). (5. 4) 
由 > 个 参数 确定 的 -~ 维 欧 氏 空间 称 为 参数 空间 ， 


2. 参数 空间 各 群 流 形 


为 确定 起 见 , 无 妨 假定 当 а, =а,==+ 二 a,( 即 参数 空间 原点 ) 时 ， 
A(0,0,…,0) 沁 (单位 元 ,n X n 和 矩阵 ). r 个 参数 的 变化 会 产生 整个 
群 流 形 . 流 形 也 可 以 是 单 连通 的 ,如 SO(n); 也 可 以 是 多 连通 的 ,如 
O(n) 为 两 个 连通 流 形 ( 彼 此 不 连通 ) ,OCp ,n 一 pp) 为 四 连通 的 . 


3. 连通 性 


连通 性 是 一 个 拓扑 概念 . 所 谓 连通 的 群 系 指 , 通 过 参数 的 连续 
变化 可 以 将 任何 两 个 群 元 豪 联 系 起 来 ,如 图 5. 1(a). 由 几 个 单 连 


a2 aa 


а O al 


(a) 单 连 通 群 流 形 (b) 二 连通 群 流 形 
5.1 和 群 参数 空间 (二 维 ) 与 连通 性 


通 的 区 域 构成 的 群 流 形 , 其 中 不 同 连通 区 域 的 群 元 不 能 通过 参数 
的 连续 变化 联系 起 来 , 则 称 混 合 李 群 .如 图 5.1(b), 区 域 I 中 的 群 
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元 与 区 域 EL 中 的 群 元 无 法 通过 和 群 参数 的 连续 变化 彼此 相连 接 . 
4. 李 群 的 定义 


设 群 元 素 可 用 > 个 实 参 数 表 征 ， 
А = Ala saz," ,a,), 
且 设 单位 元 为 人 00，… ‚О)=Е, 即 有 


A(a) A(0) = А(0)А‹а) = A(a). (5.5) 
А(а)А(В) = АО) € С. (5. 6) 


H (5.5)&,y=Y(ae,8)= f (а, В). 
Жн А / лу ЕЖЕ ЕЙ h {ЕИ ЖШ. 应 连续 可 微 . 相应 
于 (5. 6) 式 ,有 
ЕА = А=>А(0)А(а) = A(f(0,a)), 
AE = А> A(e)A(0) = A(/(e,0)), 
J(0,a) = f(e,0). (5.7) 
iy V АЄС,А!А=АА7'=Е, В 
А (а )—>A (а) = А(а) € С, 
АТА = Е} (а ,а) = }(0,0), 
44 = Е} (0,0) = (0,0), 
fla,a') = (а ,а) = [ (0,0). (5. 8) 
结合 律 V Ala), AB), AMEG, A 
А (а) (АСВ) А(У)) = (ACGa)A(0)2AG7), 
对 应 参数 化 条 件 : 
fla,f(B,7)) = f(f(e,B),7). (5. 9) 
满足 以 上 参数 化 条 件 (5.5)、(5.7)、(5.8) 及 (5.9) 的 连续 群 叫做 李 
(1ле) ##. 
广 格 的 讨论 表明 ,ja,8) 的 连续 可 微 性 实质 上 可 放松 到 连续 
就 可 以 了 .实际 上 所 有 经 典 群 及 常见 的 连续 群 , 均 可 证 明 是 李 群 . 
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例 6 SO(2) 的 群 元 ( 单 参 数 ) 


cosl — sinf 
AWW =} . . 
sin0 cos? 
封闭 性 : | 
0 + g — sin(@ + 6 
AG)AG@)= |9 Te) саш + { 
sin(O + 0 ) cos (P + 8') 
= А00 + 6), 
即 f(0,0')==0”=0+ 0 ,对 98 与 9 连续 可 微 . 
单位 元 : f(0,0)=f(0,0)=0. 
此 外 ， 


йл: A-1(0) 志 4(0 )=A( 一 0), 有 

flasa') = f(a) = f (0,0)=>0 + 0 = 0 — 0 = 0. 

结合 律 : 4(9)EA4G8 )АС@”) |=[А‹@)А(@ )] -e AW), 

+10 +0] = (0+0) + 0". 
例 7 SU(n) 的 群 元 一 般 表达 式 . 
由 于 么 正和 矩阵 可 以 通过 相似 变换 对 角 化 , 即 
A = X 'A' XXdetX Æ 0). 

其 中 4 为 对 角 和 矩阵 .由 于 detA = detA = + 1, Ж H i а, = 
exp (—i@)(J=-1,2,""",n), Н ехр[ —i (m +o +: +@)]=0,BI 


2% = 0. 
j= 1 
因此 ， 
@ 
0 
А == X 'exp| —1 á . X = exp(— iH), 
0 Ф, 


(5.10) 
其 中 五 ЖЛ ЖЖ ВЕ, Aa DALBA, 
‚ 160 。 | 


p, 
选 一 组 无 迹 厄 米 和 矩阵 完备 基 


对 称 (TÈ ) = udat ðn] (ab, ЖЖ); 


F X ҰК (Т?) = 19,00 0,1. 


Ôx 2а(а— 1) ]71 (ф< а), 
(ТУ?) = —б„[ (а—1)/(2а) 1] (b=a ‚а==2,+*,п), 
0 (>a). 
(5.11) 


(5. 11) 式 包括 一 Dn пл — nl) x “一 1 个 线性 独立 的 
ЖЕЙ п хи 拒 阵 ,显然 构成 хаж 展开 


Н. = D> Cope 十 оТ) 十 SOTO. (5.12) 


а< ё а= 2 
当 n=2 В, 
0 $ 0 一 二 
Түр = 1 = 7, Гү? = =, 
~ 0 : 0 
2 2 
> 0 
T = — °з 
1 2” 
О) — -~ 
2 


RP 0:(1=1,2,3) EM PE РЕ. 
3 n=3 时 ,重新 编号 ， 
Ti? =I, Т}? = T", , T? =T;, Тїз == 49 


(А) — — 
Ta =I, ТГ, TP =T,, T? =D, 
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+L II Tg ЖЕЛ (СеНМапп) tE Ё, ЖН 


0 1 O 0 —i 0 ] 
Г,= ]1 0 0|, D=]i 0 01, Г,;,=|0 一 1 0|， 
0 0 O 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 一 i 0 0 0 
Г, == O Ü 0 э Г. = 0 0 $ 6 == 0 0 1 9 
1 0 0 1 0 0 0 1 0 
о 0 0 н 0 0 
| 1 
D", = 0 0 —1 |, Г, = 一 -一 0 1 0 (5.13) 
о i 0 v 3 lo 0 2 
п Ж 
1. 证 明 直 线 上 的 所 有 平移 变换 构成 单 参 数 的 李 群 了 (1). 
2. 证 明 一 般 复 相 因 子 e", 当 aE 02C(R), 在 普通 数 梯 下 ,构成 单 
参数 李 群 U (а). 
3. ЖДЖ ЕБВ (5.13), ЖА F 2 ja — £ 4k , 
Тт[Г„Г,] = 2-8, (a,b = 1,2,...,8), 
4. 对 于 SO(n) 群 , 亦 可 采用 例 1 所 示 方 法 将 VY AC SOG(n) ж 


A — exp[ 一 Уо, ablo Ta = 2Т$?. 
axb 


[L 提示: 设 (detX 尖 0)， 


A'= ХЗАХ = 
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(5.14) 


= ехр|1 | , 


| 0 

R sP #J ЖЖ.) ЛЕХА exp tip A ARIT E R; AE 

k 65 Ж + # Л 5 k 3 k. 4 A= exp (іН), R] H = 
@ 


X *®— X-13 ж JS 3 25 E, В AE B: 5 bb E KIA 


ж. ] 


95.2 李 群 的 无 穷 小 群生 成 元 
及 其 局 域 性 质 


李 群 的 单位 元 的 邻 域 称 为 无 穷 小 群 . 我 们 从 无 穷 小 群 着 手 研 
究 李 群 的 局 域 性 质 . 在 邻 域 中 的 每 一 点 都 代表 一 个 群 元 素 . 设 邻 域 
I PAV 4(a ,4(C6)EC, 且 4Co)4(C8)E 邻 域 了 现 研 究 了 中 群 结 
$y. 


1. 无 穷 小 群生 成 元 


设 Y Ala), ACEI, B lal. H A 4(08) 作 泰勒 展开 ， 
保留 线性 项 ， 


Ala) = ACO) + X aX, 十 … 

(5.15) 
ACB) = А00) + >_8,X, + --: 

p=] 
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дир х,=| GO] ` G=1,2,--- RAER G 的 无 穷 小 群生 成 
元 , 亦 为 nXn 矩阵 . 一 般 r BERA r 个 无 穷 小 群生 成 元 . 当然 ， 
由 于 确定 群 元 的 参数 化 条 件 有 不 同方 式 ,X, 的 具体 表达 式 因 此 有 
所 不 同 . 但 总 的 个 数 是 不 变 的 

ЖЇН (X, BJ ЖӨИ Ж 4-:(a) 表 为 


A`! (а) = А(0) — Da,X, + Ole). 
1 


p= 


事实 上 ， 
А (аА! (а) = ACO) + Осе?) = AO). (5. 16) 


2， 交 换 子 积 与 结构 常数 


交换 子 积 А! (а), ACB), ACD ACR) EG. KMC. 15) 
(5. 16) 两 式 , 略 去 二 阶 项 ,有 


ГАО) 一 21а, ДГ А00) = 2,8.Х.]СА0) + > а,Х,] 
ГАО) + У)8,Х.] = AW) + P`e,8,X,X, 
+ > а,В.Х,Х, 一 Y apa X Xo 一 S] AXX, 
— 2,8Х.Х, — 218,8,Х.Х, + Оба?) 


= А(0) + 2e,B,[X,,X,], (5.17) 
但 设 A(Y)EG, 且 属于 令 域 1. 则 А07) у 
АО) = A(0) + > 7X,. (5. 18) 


H+H a T[X, Хех, X, — X,X,. 对 比 (5.17) 与 (5. 18) 式 ， 
DeB [XX] = $X.» 
Rp E: 


|Х„,Х, | 一 CEA, (HY, p = ], e,r), (5.19) 
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y, = 2а, Сб, (vp = 11, 7). (5.20) 


(5.19) 984, ,集合 (X ERDERA TRA HAE. Caly, 
0 一 1，…r) 共 个 , 称 为 结构 常数 .尤其 是 ,如 所 有 Ce 均 为 0, 则 
交换 子 群 在 邻 域 了 上 为 零 , 这 表明 在 邻 域 7 上 参数 空间 是 平 直 的 ， 
例如 阿 贝 尔 群 . 

结构 常数 由 对 易 子 确定 ,实际 上 取决 于 群 元 的 交换 子 积 . 我 们 
将 证 明 , 结 构 常 数 与 群 参数 无 关 , 它 反映 李 群 单位 元 邻 域 的 (局 域 ) 
群 结构 ,或 群 流 形 的 几何 结构 . 


3. 有 限 群 元 的 生成 


实质 上 ,对 易 子 或 结构 常数 也 刻画 与 单位 元 相连 的 群 流 形 的 
一 吐 的 群 结构 ,因为 任何 有 限 群 元 亦 可 由 无 穷 小 生成 元 所 生成 . 
S да,==а,/ №, Моо, I| 
А (ба, 0a ‚+++ ,„да,) = А(да) Є І. 
对 А(до) ЕЖ, 


А(да) = А(0) + У\аа,Х, + Ola) 


p=] 


- АФ) + 55% ZEX, + Оба?) 


注意 到 ， 
А(да)А (да) = 4(0) + 26aX = А(2да), 
AC а): s A(6a32= [А(0) 十 У :да,Х, Д" 
әд 
= А(№а) = A(a), 
JP Rp 


А(а) = lim (E + >Dy EXD)“ = exp PoaX, (5. 21) 


就 是 说 ， 李 群 的 有 限 群 元 的 生成 就 是 生成 元 的 指数 化 过 程 
例 1 SOC2) 群 .r==1. 
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cos — sinl 


A(0) = 


9 


sin? cos 


生成 元 


_ [а4‹)\ _ [|0 p 
X,= | WY a 0! 


请 由 (5. 21) 式 验证 4(0) 的 表达 式 . 
由 《5. 21) 式 ,SO(2) 的 有 限 群 元 


A(0)= e% = А(0) + ӨХ + с L sa 


= E| ;,@°Х' + х + |+ х|9+ А з + |. 


31 
(5. 22) 
但 是 ， 
— 1 0 0 
0 —1 — 1 0 


IË A. (5. 22) 式 ,得 


__ 1 1 1 
A(0)= Е|1 — рът — св + З 


2! 
1 1 
+ Xx|0— ji + z Ë 一 | 
= Ecos + Xsing 


| со5@ 0 0 — sin? 
E 0 cos? sing 0 
cosh — sinf 


sin? cosl 


{4 2 SOC3) 的 生成 元 .7 一 > 一 3 
参数 化 : 绕 X 轴 转 动 oa, 绕 Y 轴 转 动 a, 角 、 绕 Z 轴 转 动 a fi 
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的 操作 元 素 可 分 别 写 作 


1 0 0 
Ala) = |0 cos — sinĝj, 
0 sing cos 
cos0 О — sinf 
Ala) =] 0 1 0 ; 
sinf O cos 
cos -— 500 0 
А (а,) = |sin0 cos? Oi, 
0 0 1 


则 4ESO(3) ,可 以 表示 为 
4(aiyaryas) 一 4(ai) ° А (а,) ° А (аз) 
соѕа,соѕа; 5іпа,ѕіпа,соѕа; — 0501050; cosasina,cosa, Asina sina; 
= | coswsina。 cosacosa,--sinaysina,ina, cosa ѕіпа,ѕіпаз — з1пазсоѕаз |, 


— ѕіпа, sina, cosa, cosa)cosa, 
H R—x<a,<x,—zx<a,<x,— 2 аз ‚ 此 处 参数 未 选择 通常 


A Bk Hi Eulen f 是 为 了 各 免 在 单位 元 处 出 现 奇 异性 无 穷 小 生 
成 元 是 


оо 0 

X = (2ана 一 0 0 —1!|, 

0 1 0 

0 一 0 0 1 
x. = |1 ‚ х,=| 0 0 oj. (5.23) 

0 1 —1 0 O 
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1. AE ОЗЮ 3 个 无 穷 小 生成 元 (5. 23) 式 所 确定 的 结构 
常数 . 
| 答案 ;Ce 一 ewypsoypo 一 1,2,3,soo 即 通常 全 反对 称 张 量 ， 
+ 1 (uu, D 为 1,2,34 X 4), 
Emp 一 — ] (uv p 为 1,2,3 奇 置 换 )， 
0 (pp 至 少 有 2 个 重复 ). | 
2. 证 明 群 SU n)65 X. ГЕАЛ 3 ik E. Je, Ж. 
[ 提示 : 设 Y A € SU(n), 在 邻 域 T 中 ,A(a) = AO + 2 ,e,X,,. 由 
p=} 
Ф АА = E, fo detA =+ 1, 有 
(4(0) + > ,opX)(4(0) + >„Х}) = Е, 
Хх, 一 一 XZ (p = 1,2, r K АЖ), 
和 det(e2%X,)=exp[Tr( 2 a,X,)]=1, 
Tr| > aX, |= 0—Tr(X,) = 0, (p = ],2,*** .”), 
无 迹 .| 
3. 证 明 SOQn) 群 的 无 穷 小 生成 元 是 nn 阶 实 反 对 称 和 矩阵 . 
[ 提示 :注意 条 件 АА=Е. 其 它 步骤 类 似 于 上 题 .尤其 注意 利用 公 
X, det е^) =ехр(ТгА). | 
4， 对 于 ОЗ), RENDA T ну 3k L Z X. АЯ (Ts), 
= (=, (а,Б,с==1,2,3), BJ 可 验证 ， 


(1) T=—X,(a=1,2,3), 见 (5. 23) 式 ， 
(2) Tr(T, ,7,) = 2д„. 


3 
(3) УСТ.) = 2E. 
a=1 
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3》5.3 变换 群 及 无 穷 小 算 子 


以 上 对 李 群 的 讨论 ,实际 上 针对 抽象 李 群 ,当然 也 适用 于 正则 
线性 和 矩 阵 群 .但 是 ,矩阵 群 中 元 素 , 从 线性 空间 来 说 ,代表 一 个 线性 
变换 . 整个 矩阵 群 ,相当 于 一 个 线性 变换 群 .本 节 联 系 其 作用 对 象 ， 
讨论 n 维 空 间 线性 变换 群 . 其 结果 与 实际 问题 联系 更 紧密 . 

É G 为 + 秩 李 群 ,L, 为 п ERHET. ФУ AG) ЄС, r,r 
EG, 且 


х' = A(a)zx. (5. 24) 
将 x ERE ~ 与 工 用 狄 拉 克 符 号 表示 : 
Xi Tı 
х'; T 
z = jr) = | ,|, т= | |= |z). (5.25) 
ж! Т 
其 分 量 表 为 
х'; = }, (х,а) (т = 1,2, :-+,п). (5.26) 


变换 (5. 24) L, FARER A £ 2 {ЮКЕ F (>) ñ By 
变化 
F(x) — F' (z! ) 一 PCz)， (5.27) 
S, 为 相应 于 群 元 4(a) 的 函数 变换 算 子 . 不 难 证 明 集 合 {S。.} 是 群 G 
的 一 个 线性 表示 . 称 为 变换 李 群 ( 见 问 题 1). 


L 变换 李 群 的 无 穷 小 算 子 


H (5. 27) 式 ,并 计 及 在 L, 中 同一 点 的 函数 值 相等 ,得 
F(z) = S,F(z') = F(A- 'x'). (5. 28) 
设 由 于 Sa (A (д0)) 5 ж ЖЕ > 的 无 穷 小 变换 为 dx, 则 函数 Fr) 
第 诱导 发 生 无 穷 小 变化 为 
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IF (x) 


dFG) = 2, — 


dz.,. (5. 


29) 


x + dx 关键 在 于 6a 与 dz, 之 间 的 关系 . 为 
dx 此 考虑 从 工 到 工 十 dz 的 两 种 变换 途径 


( 见 图 5.2). 
由 (5. 24) 和 (5. 26) 式 ,应 有 
х + dr' = A(a + daz, 


(5. 
` 或 表 为 分 量 式 
х'; + dz'; = f(r,a + da). 
图 5.2 工 .中 矢量 的 变化 (5 
另 一 个 途径 是 ,由 工 先 到 z ,W х tdr, 
А (да) А (а) х = А (ёх) х = х 十 dz ， (5. 


或 表 为 分 量 形式 ， 


T; + dz’; = f Ca ‚„да) (1 = 1,2, r). (5. 


对 此 式 作 泰勒 展开 ， 
广 (z da) = fi(z' ,0) + > ES 2] õa, + Ola?) 


= filz ,0) + 50,6) да, + Оба), (5. 


др 02007 即 是 
йт'; = > Upal ) da,, 
或 改写 为 


dx, = > U,,(=)8a,,. (5. 


将 (5. 35) 式 代 人 (5.29) 式 ,有 
dF(z)= 2; a, DU a, 


+ 


== > ba, XP F (z), (5. 


• 170 ° 


30) 


31) 


32) 


33) 


34) 


35) 


36) 


其 中 Хх” = >U, (z) = = (z = 1,2,……r), 叫 做 李 群 的 无 穷 小 算 


子 , 其 数目 为 实际 上 就 是 Ej G 同 构 的 变换 李 群 {S$。} 的 生成 元 ， 
因此 ,无 穷 小 算 子 决定 {5.) 的 局 域 群 结 构 , 相 应 的 结构 常数 与 相 
应 李 群 的 理应 一 致 . 
例 1 SO(3) 群 . 
对 于 SO(n) ,其 元 素 44 一 五 .对 于 无 穷 小 转动 А= Е-Е, H 
AA = E + £+ £ + О(е2), 


Вр є-є=0=>є=—є (F Ж ЕЕ). 
НААУ гп (п 1) 1/2. 对 于 5003) ,н==3, 4 
0 a — 
£= |—a 0 C 
b —c 0 
H = =rt+dz, В 


1 1 a —6ф\[х, 
r= = |Z, = Alax = (E + ejr = |—а 1 c 站 
Tr', b — Ç 1 3 


得 (ai 一 a sa, =b, =C), 


/ = dx, = ал, — Бх;, 


f, = іх, = — ax, + czj， (5.37) 
Їз = ах, = bx, 一 cry， 
Sui sa 由 (5. 37) 和 定义 
D 9 д 9 
= >u, 2 Әх; = [| a= 0) dx, 
If, КД 3f, d д 
+F gy) э T3 ат, 22 ar, 
ч 3 af д 3 3 
(2) _ _— — — — = — — 
* = 240 ari >| Z]... дт n drs =з Ix,’ 
s 3 раў, 3 9 
(3) _. _—  _ T —> = — — 
X 之 ,Un ar, -一 >| А; m" дт, T? Эт, 2 3 p (5. 38) 
显然 ， 


(XO, XD) = s X, (5. 39) 
其 中 sxsC, 即 是 相应 李 和 群生 成 元 的 结构 常数 . 如 令 J, = X° G 
二 1 ,2,3), 则 集合 {Ji) 就 是 量子 力学 中 角 动 晤 算 符 . 
2， 有 限 变 换 


H (5. 36) 式 ， 
F' (z) = F(x) + dF(z) = (E + `> šàa,X%)F(z), 
Е(х) = S,F (2), 


这 里 S, = E + > ša, X°. (5. 40) 
现 根据 (5. 39) 5 , 48 #ll H Ej Bš fV л ЖШ Н) Z RE WE +y XF w BJ РЁ 
а, 


数 有 限 变化 . 令 да, = 75, Hl 
ЕЗ = [E + Dda X”) Fz) 
F? = (Е + У)да,Х | F), 


Е = [E + Xde X”) FC), 
即 是 当 N->ce 时 ,相应 有 限 变 化 ， 
. . Q. O| 
F(x) == lim S; F(x) = lim Е + 之 NZ ] F (z) 
= exp| >уа„Х“°®} F(z), (5.41) 


其 中 , 指数 因子 exp( > ,aXw) 叫 有 限 变化 算 子 . 


例 2 SOC(2),r=1,n=2. 
Z 1 z, + dz, ] O 0 el1lfz, 
= ОЧЕ |+ — Е Г. 
即 fi = єх, f, =— EL, 
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2 
| У) Әј, д 9 9 
б) —rr t —— —- ——— —n —, 
| ОЕ | Әх; 22 дг; Tı Әх 


i=] 


# Bi y 8 T OX B £ Ж e UR КЕ ДОе^ . 

з 试 证 明 在 李 群 G 的 参数 空间 (r 维 ) 中 单位 元 邻 域 中 的 
群 元素 可 由 F 列 无 穷 小 生成 元 生成 (其 中 a 为 群 参数 ,po 一 1,2， 
r): 


‚Фф 
XP = Vg,(a) 2 — Bet | 9 
р b 


Vp 


(а = (a,ja,, s a,)), (5.42) 

Жн @,(a ,ëa)==a,+ da, 为 群 参数 空间 
的 变换 函数 ( 见 图 5. 3). 此 时 参数 空间 
为 了 维 线性 空间 , 群 元 素 4(a) 相 当 于 n 
维 线性 空间 的 晒 数 F (>). (6+4) 

注意 到 Ф(а,0) =а,Ф(а,да) =а+ 
да, 

ПЕ SAR Mara ан оз 参 数 空间 中 参数 
条 路 径 . 其 一 是 直接 由 a 到 a' 十 da'， 


Ф(а,Б + db) = а! + da', к 
(5.43) 
为 一 条 有 路径 经 a' |} a tda, eE а =Ф‹а,5),АЖ 
а 十 da' = Ф(а',ӧр). (5. 44) 


对 (5. 43) 式 作 泰 勒 展 开 , 并 写成 分 量 式 ， 
B,Ca' òb) = Ф„(а'! ,0) + > | Sp, 


a=] b=0 


= Ф,(а',0) + > У,„(а)ёрЬ,, 
s=] 
即 是 
da, = > V.(a)8b, (p= 1,2,",7). (5. 44a) 


V A(a)EG, 可 以 视 为 参数 空间 的 7 个 变量 的 函数 .在 a 一 a 
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十 da 时 ,在 4(Ca) 中 会 诱导 出 变换 
А‹а)——> А(а) + dAtla), 


H аА(а)= У) 2244244, 


= > > V, (а)да, 244) 
p 


p=} 9 一 1 
d 
— > SarV „(а) 22542 (5. 45) 
р.а ° 


读者 认真 研究 本 例 , 可 以 深刻 认识 ,何以 李 群 的 生成 元 与 无 穷 
小 算 子 在 本 质 上 的 结构 是 相同 的 . 


|a] 是 


1. 证 明 由 (5. 27) 或 (5. 28)、(5. 40) 定 义 的 变换 集合 {5,} 构 成 
| 提示 ;生成 元 就 是 X p=1,2, sr) ] 
2. 证 明 :(1) 变换 工 一 azyy =Ьу,(2) 2 =azr,y = y. 分 别 
构成 两 个 变换 群 , 并 分 别 来 出 其 相应 无 穷 小 算 子 . 
3. 求 线 性 变换 工 二 ax 十 b 对 应 的 无 穷 小 算 子 ,并 求 其 对 易 关 
£. 
EED QET 2х9 2 [KV ,X= 一 XX 的 | 
4. 证 明 SO(Cn) 群 有 n(n 一 1)/2 个 无 穷 小 算 子 ,其 一 般 形 式 是 
ә — д _ 9 
x =а| э; z эг 
(1 < 7, zy7 = 1],2,""* n, a 为 常数 ). 
| 提示 ;dz 一 > Cuz; 
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1,2,*5#,п), 


> Ет, Ga < у,ғ,7 
J 


1,2„,**,п), 


| 


Dy ёт, G> ji 


р 


Яр Ж ee — > Tj» 
YD U a -Sree | 


Zi 


-ELM = 


:=0 Tm 
д д 
— = 0..8, = — быб, | 
29 ас m ar: J 


о. 证明 SO(2,1) 有 3 个 无 穷 小 算 子 , 它 们 满足 对 易 关 系 
[XV, XL] — XP, [X% х] — _ XV, [X% X] = X> 


| 提示 :Y А(а)Є5002,1), A АЈА-Е, R PORRE) 


1 0 0 
无 穷 小 变换 
J= |0 1 0 (= (E + B)J(E + В) = E 
0 0 —1 
0 Е: е, dz, = єх, + єх; = f, 
В = |—ée 0 а= dr, 一 一 ezl + szi = /,, 
=, Є, 0 dz; = єл + 6х, = /,, 
д д Ә g 
D 0. _9_ D — y. L _ , L 
X + ах, + 22 ar, ? X T3 Әт, = ах; 
XO = z, ©. + Ta . | 


6. 证 明 U (n) 群 为 紧 致 李 群 ,并 证 明 U 空间 中 ,Y A € UG), 
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A) V х,у € L, , AARC, y) == Улгу. 在 变换 

r= Az, y = Ay 
ТЕЖ, Ёр (х,у) = (х,у). 
| Жж. 紧 致 性 :A A = E — адаы = ð; 一 一 Saias — 


Ò — > ahau = 上 一 一 ~ > |а, |° = 1. 
Ë k=1 
令 列 矢量 
х) = к = (T; „Lgs ба| = х" == (тү ‚2; ‚Ул, ), 
|=) =А |х), # (|z )) = (х* |А, Ж, 
(x,y = (х |у) 
= (х\А+ А |у) = (х|Е|у) = (х,у). 
注意 ,本 题 表 明 ， | х! | = (т',х') = (х, х) = | T | „U 变换 使 
得 这 空间 (包括 量子 力学 的 希 尔 伯 特 空间 ) 中 矢量 的 长 度 或 模 保 
持 不 变 . ] 
7. 证 明 O(n) 群 为 紧 致 李 群 ,并 证 明 在 线性 空间 Г, 中 ,内 积 
(х,у) = 2 zy, (х,у € L,) 
i=] 
EER zx' 二 Ar,y =Ay(V AEO(n))F ,保持 不 变 , 即 
(т',у') = (х,у). 


| 提示 :不 变性 证 明 同 上 题 , 证 明 紧 致 性 时 ,注意 ， > ай = 1G = 


1，… n) ,ай 5 jan 12,4857 1а, |ге®® = 1, ЁФ é, жа = |а, |е 
т £ А. 和 式 中 只 有 在 相位 都 相等 时 ， # +j K, Pp 2 
(S 1аһ|*)}е# = 1, #= 0, 6D lonl? 一 1 是 左边 和 式 最 大 值 ，] 
а SU(2) 群 的 群 元 可 以 表 为 2X2 EE, 
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Al(a ,a,, æ) 
| (соза,сова, 十 181па|1з1па„е'з — cosa sing, + 151паусова, 
ll cosa,sina, 十 151пајсоѕа, (cosaicosas 一 isinaysina,)e “з 
(1) 验证 ATA=E,detA=+1. 
(2) 验证 VY r, yC€ L,, 有 Р] # (х ‚у )=(x,y) ° 其 中 (х,у) = 
2 2 
Ух’ Yi» (х' sy) = >т," y; ‚ А r = А(а) х,у! = А (а) у. 
i=} 


=] 

(3) £ SU7(2) 群 的 无 穷 小 群生 成 元 . 
[提示 :无 穷 小 群生 成 元 就 是 泡 利和 矩阵 

ЕЕК 

i 0 1 0 0 一 1 

9. 请 给 出 SU(2) 群 另 一 种 参数 化 ,并 据 此 求 出 无 穷 小 群生 成 
元 和 无 穷 小 算 子 . 
[提示 :(5. 44) ЖЯ Ф. т = А (а): = (Е+В)2. 由 于 AtA=E> 
E+ B+ B*=0=B+ Bt=0,k,3F, dg detA=1=det(E+ B)=1=> 
detB= 0(>Tr B= 0 

由 这 两 个 条 件 , 则 可 确定 


由 х =++dzxz= Ах, 
fi = dz, = iaiz + (a, + 1аз) х, 
f: = (— a, 十 las)zi 一 і). 


“ГА £ X.C. Ж 26 4] 3EBE оуүсу,о, 表示 之 ， 


х | 1 0 |= a, х, = | 0 |= on 
— 1 一 1 0 
x,= | |= а: ( 脚 标 1 5 3 对 换 , 就 是 常见 形式 ). 
无 穷 小 算 子 
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д д 
Qa) — L 
X ly Эт T Еду, 
д 
D _ aL _ , 
Х = y э 
X° = Iz — — iy =. 


易 证 其 结构 常数 同 于 SOC3), 即 是 说 SU(2) 与 SO(3) 5 3 F 35. | 
10. K SU(3) 的 无 穷 小 群生 成 元 与 无 穷 小 算 子 . 


[提示 :r 一 8, 同 样 令 A 二 EE 十 B. 由 B 十 B+ 一 0, 和 TrB 一 0, 得 


ta, a, + la, a, + la; 
B = | — a, + la, 1а, a, 十 іа, 
— а, + la; — a, + iag — la, — іа; 
CAB T k A.C Pp AREER, 
i 0 0 0 ] 0 0 1 O 
X = |0 0 о, XA = |— 1 0 0|, X,= |i 0 O|, 
0 0 —1 0 0 O 0 0 0 
о 0 0 0 1 0 0 0 
х,=|0 O ‚ X,= |0 0 ， X = 10 i 0j, 
— 1 0 1 0 0 0 —1 
о 0 0 ооо 
Ху = 10 0 1j, X = |0 0 il. 
0 —1 0 0 1 O 
无 穷 小 算 子 则 是 (用 上 标 以 别 于 生成 元 ) 
Хіл 天 一 im 5, ХӘ іл, эс tim зр 


Ə Ə . g 
X `” =r, Эт, 2} Эт? X `" =i: Эт. 14 Эт, 
д д д д 
(3) _ ， ， (7) — 
X `" =, Эт, TIT Эт;?, X `” = zx; Эт, T, Эг? 
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д д d . 9 
Gd ‚© _ (a: 0. _0_ 
X = T; Эг, Xl Эт,” XH =r} Эс, 1 12; a= d 


11. 二 维 欧 几 里 德 群 E, ,其 群 元 


cos — sinf а 
A = lsin cos b G = 3, k 0,а,ф) 
0 0 1 


Jf #169 (5, y DEAC ,у.1). Ё 
х' = хсо50 — ysin + а, 
у! = zsin0 + усоѕӣ + b, 
表示 平面 的 转动 加 平移 操作 . Ж. 
(1) E, 群 的 无 穷 小 群生 成 元 及 对 易 关 系 . 
(2) E, 群 的 无 穷 小 算 子 . 


| жж.[Х,,Х„]=Х„.[Х,.Х]=—Х„,[Х„,Х]=о0. 其 中 生成 元 


0 —1 0 0 O 1 0 0 0 
X, = 1 Ü 0 Х„ == Ü O 0 , X, = 0 Ü 1 . 
0 0 0 0 о 0 о 0 0 
易 得 相应 的 无 穷 小 算 子 
ө ру 9. 2 0 0 9 
X =U; z t U = Yaz T 2 Зу? 
(a) — 1.9. 9 _ _ д _ д 
^ = Оа T Оез “рх Г а’ 
(ó) — 1 9 2.9 _ 9 一 了 
X =U а TU: SZ U ar, Dy 
% 9) 5: pE Jt xT Ж Á 
9? 9? д 3 
(0) (а) — _.. — _—— — — ( m 一 一 
[有 2 一 уа + Z arar r Уз 


dg д д 


FAA. 可 见 生成 元 与 无 穷 小 算 子 对 易 关 系 相同 . ] 
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$5.4 李 氏 三 和 定理 


李 群 的 单位 元 邻 域 的 局 域 性 质 完全 由 无 穷 小 生成 元 的 对 务 关 
系 确定 , 亦 即 取决 于 相应 的 结构 常数 . 李 氏 三 定理 确 滑 表明 ,结构 
常数 与 群 的 参数 化 的 方式 无 关 , 反 映 了 李 群 结构 的 本 质 特征 . 同时 
这 些 定理 还 表明 结构 常数 的 基本 性 质 , 从 而 莫 定 相应 的 李 代 数 的 
基础 . 正如 我 们 在 第 六 章 所 知道 的 , 李 代 数 的 研究 反 过 来 对 于 李 
群 ,尤其 是 经 典 群 的 结构 与 分 类 ,具有 决定 性 的 作用 . 

李 氏 第 一 定理 对 于 Y xEL,,r ERG, NA 


дт - . 
2 = УОЛ G= 1 np = 12, (5.46) 
б а= 1 


其 中 Uz)=| 202.47 ажет ‚п,т=],=т), DAV — 
Cr, o = 1,0137) , BI A= (V 1), Tü У‹а)= | P.a | Е" 
P h= 0 


于 Р, (хуа) £ V DL S 5.3 % (5.26) K, I < Jf @(a,b)BJ %& У И, 
5 5.3 节 例 3. 实 际 上 ,由 (5. 44a) 式 ,并 计 及 A=V ``, 


da, = УУ „а)ба, 
=> > |А(а)„4да„ = > Ala) oV ala) • да, 
р б.о 


= > ë, Qa, = ба,. (5.47) 
将 (5.47) 式 代入 (5.35) 式 ,得 


dz:= X,U (a)n > A(ay,da, 
⁄ Í (5.48) 
= > U (a) Aa) da, 
(5. 48) 式 就 是 (5. 46) 式 . 此 式 实质 上 反映 x, 随 群 参数 变化 率 的 具 
体 规 律 ,是 证 明 第 二 定理 的 关键 . 
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例 1 jz L, z= [B] B лд HJ u а X Ht У r, NAIA ЖЕН 


d 
— = ula) (т = ] 7), (5. 49) 


其 中 4; 为 其 速度 u = (Ll v 12 sUn) 的 第 { 个 分 量 . M E RM 度 来 
说 ,t 为 参数 ,r= 二 1. 因此 (5. 49) 式 也 可 以 视 为 单 参 数 变 换 李 群 . 
(5. 49) 是 (5.46) 式 对 应 的 微分 方程 组 的 一 个 特例 . 


李 氏 第 二 定理 设 六 (p= 二 1,2,… ,7) 为 李 群 G 的 无 穷 小 算 
子 , 则 对 易 子 


[XP, XO] = DOCK (por = 1,5,0) 


中 结构 常数 (Cw) 与 群 的 参数 化 方式 无 关 . 
证 明 (5. 46) 式 的 可 积 条 件 是 V +€ L, 


дж дл у,» -) (5.50) 
da,da, да, COI 4 о. 


否则 李 群 就 不 可 能 得 到 有 限 变 化 了 . 
将 (5. 46) 式 代入 上 式 两 边 , 则 


左边 = эз = 5 ГУО C) A.C) | 
_ ) А. + DU, 5, 
= E [ZUA 


= 有 
继续 应 用 (5. 46) 式 , 则 


左边 二 U = 2 эс, 2101 ир Део + >u, 


ӘЛ | 

= = > 3 U, A,A. + 220, 二: (5.51) 
| 20, ` 2А, 
т.ј. J a 


但 是 (5. 51) 与 (5. 52) 式 相等 , 稍 加 整理 ,得 
5 [Eeu – 200 ал, 


Әх; 
FELET 


da, 
再 注意 到 也 与 4 BJ HW PE, (5. 53) 式 可 简化 . НУУ, Е 
边 , 再 对 Pp 与 o 求 和 ,得 
左边 = D Le ЈАЛ. = 1С 19,8 


јет. 


__ > É U ie g U;, | 
< ах; th г] IT; JE ry 


Ta әл, 
== >u. Ал, — |; (5.53) 


2 U, Ә U, 
= 21 аг, С“ Б aUa |, (5. 54) 
e 24, 
— Sano (5. 55) 
其 中 定义 的 
Ch = э — Me ас (5. 56) 


р. 


(§€,7,T = 1,2, ,7 r) 
显然 是 常数 . (5.53) 式 只 与 + 有关 ,如 果 对 (5. 56) 式 微分 , 即 


а Л, 
=L 22 ChU, ]= APAK -一 А |= 0, 


da, 


д. 
=> ас == O. (5. 57) 


H (5. 56) K E X BJ >° ЖЖ C5 实际 上 就 是 由 李 群 无 穷 小 算 子 
对 易 子 确定 的 结构 常数 .根据 (5. 36) 式 ,我 们 有 


[XX ‚„Х |= XO Ym — X y 
д д д g 
== 2, 2/04 远志 Un аг; — 240, зт 2004 дт, 
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= DU 2 >u IUe a 


7? Әх; Әх; 


ДР IU ә 
- 210 — Ua Өт, 15. 
注意 到 (5. 54), КРОИ 
[Xe ,X] = 2 CU: ‚эк = = >C хо, (5.58) 


李 氏 第 二 定理 是 李 氏 定理 的 核心 ， 
李 氏 第 三 定理 由 (5. 55) 和 (5. 57) 式 定义 的 李 群 的 结构 常数 
具有 
(1) 反对 称 性 
(Lo =— С; (5.59) 
(2) 满足 雅 可 比 (Jacobi) 人 恒等式 
[Х„,Х,),х,|+[[Х„,Х,],Х,| + [1 Х.,Х,],Х,] = 0, 
Waki IPA Ps Жї) 
. Ch + СС + СС, = 0. (5.60) 
PE P ma 9 S 8 5 EA (Sophus Lie) Ж # Ф ZF #W 
(G. Scheffers) Æ 1893 年 给 出 的 . 定理 表明 , 李 群 的 局 域 结 构 完 全 
取决 于 其 结构 常数 ,或 者 说 其 无 穷 小 算 子 的 对 易 关 系 . 研究 这 些 关 
系 的 任务 归属 于 李 代 数 . 


la] Л 


1. 验证 三 维 空间 的 平移 群 了 (3) 的 群 元 可 以 表 为 
1 0 0 ai 
Ala) = О } 0 q; | 
0 0 1 a 
0 0 0 1 
E JEN R ECT Tort 1) 5 (хло DRRR Р т. 
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= т. Ба; (i 二 1,2,3); 并 求 了 (3) 的 无 穷 小 算 子 . 
-答案 :XX 一 -Ci 二 1,2,3)， 其 实 就 是 量子 力学 中 动量 四 符 . ] 
2 上 题 中 ,T(3) 群 的 无 穷 小 群生 成 元 是 什么 ? 


《答案 

0 0 0 1 о о 0 0 
о 0 O 0 0 0 O 1 
X, == ， X= 9 
0 о 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 

ооо 0 

Х. = 4 

0 0 0 1 

0 0 0 0 


这 是 阿 贝 尔 群 ,结构 常数 全 为 0. 同时 它 也 是 非 紧 致 群 ，] 

3， 求 出 SO(4) 的 无 穷 小 群 的 生成 元 和 无 穷 小 算 子 ; 并 证 明 六 
个 生成 元 和 无 穷 小 算 子 可 以 分 成 两 个 子 集合 ,每 个 集合 有 3 个 元 
素 , 在 对 易 关 系 运 算 都 是 财 合 的 . 
[提示 :无穷 小 算 子 分 别 是 


KO = ж, Ta gr X? = д m 3 

XO 一 性 下 一 飞天 Y? = 237 — r ar? 

Ү = =, 元 一 х, 5, Y° = x; = з 
A J: = T, Ko = ХУ G = 1,2,3), 
Дох 2 Х.Ж 


[Je JO] = EJP, [K9 K% J] = s K, 
[Je KJ = [K8, JO] =0 G,j= 1,2,3), (5.61) 
Pp Ж (ЖЛ, #).5О(4)=50О(3)@50(3). 
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关于 无 穷 小 群生 成 元 有 类 似 关系 ， 


о 0 0 0 O 1 O 
0 0 —1 0 ооо 
入 | 二 ° X= ° 
0 1 0 0 — O 0 0 
O 0 о 0 0 0 0 OÓ 
0 — 0 0 0 0 0 —] 
1 0 0 о 0 0 0 
X, = ° Y 一 M 
0 о 0 0 0 0 0 
О 0 0 0 1] 0 0 0 
о 0 0 O о 0 U 0 
I оо 0 —1 0 0 0 0 
Y = ° Y , = . | 
о 0 0 0 0 0 O 1] 
0 ] 0 O оо —1 OÓ 
4. V A(a)ESO(3), 元 素 A(a) 可 以 表示 为 
А (а) =exp| — ia ° T ], 
а 一 (a,,a,,a,), T = (I TL T), 
其 中 
0 0 0 О 0 1 О 一 L 0 
= 0 0 —1 |, T,= 0, 1з= |: 9 Oj, 
O 1 Q —i 0 0 О 0 0 


Pp ТГ,==1Х,, 1, (5.23). 请 证 明 

Ala) = E — (n T)? + (п. Т)?соза — i(n. Т )вїпа. 

(5. 62) 
# Т а= у а-а-а? ,п 为 转动 轴 的 方向 ,Rn 二 (nn,n3) sn 十 nn: 
+ni= 1. 
[提示 :a 二 an, 故 
3 O — ni "2 
аў T= a(n +T) = a > xT, = а n, О — n 


I=} 
— n | O 


注意 关系 式 ТТТ TT. = Të +T, G.J E=1,2,3), £ 3 
是 T2="T. (:=1,2,3), 因此 ， 
А (а) = exp[ — ia * T ] = exp[ ~ ia(n * T) | 


= E + [— ia(n + T)] + 5 ia(n + T) 


+ 二 [一 ia(n - ТУ]? + [一 ia(n Тәр … 


(5.63) 
不 难 直接 验算 ， 
0 —л, п, | ° 
(T - n)? = ТЗ 一 n, 0 — mi =T, (5.64) 
— n, л! 0 


故 (5.63) 式 可 以 整理 简化 为 


А (а) = E -一 1(Т А п)(а _ a 十 | 


+ Т.п Е— Zat + а — 1+ (T + ny: 
= E — i(T + n)sina + (T • n)°cosa + (T + n)?. | 
5. EY А(а,0,Ф) Є SU(2),ACGa,.0,6)232 
А(п,а) = exp[ — ian • 0/2], (5.65) 


A p t б #-1#® K п (n. ,n; sn =n, D), 0 Ф 5 5% АА} 
的 极 角 与 方位 角 . 可 以 表示 为 


А(п,а) = Ecos (5) — i(n ° o)sin() 


a .. a .. a о 
cos 一 — isin —cos0, 一 isin —e 
2 2 2 
.. а. .. a .. а 
一 isin > sine” COS + isin —сов@ 


(5. 66) 


| 提示 ;证 明 与 上 题 类 似 , 先 将 (5. 65) 式 作 秦 勒 展 开 , 然 而 利用 关 
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& (с • п) = E, ЛИР, Á 


А (п,а) — e 一 ieto'n/2) 


= Е — ia (Ø ° n/2) + 5 一 ia 
ега 
чө а 
== Ёсоѕ > — i(n * 0O)sin > 
我 们 注意 对 于 SU (2), 8 (n, ° с) (n, • G) = E(n, ° n) +icG (n, X 


n). | 

6. Ж А(п,а), А(т,2) €C SU (2). 1) 计算 A(m,b)A(n,a) 
A '(m,b); Gi) 由 此 证 明 所 有 转角 w 相同 的 元 素 , 均 属于 同一 类 . 
[提示 :对 于 SO(3) ,类似 的 结果 在 第 一 章 已 经 得 到 , 见 §1.4 节 淹 
据 了 .为 与 通常 gi ge 一 致 ,只 要 认为 A(m,b)= A(m,—¿ó) 1! 就 
可 以 了 . 
23: .AGm,b)AG(n,a)A 1(m,+b)= А(е,а), ЖФ % 5 £ # 

e= (m ° n)n + cosbÍ n — (m • n)m | 
+ sinbó(m X n). 


£ Ж X £ < 
а b . a. b 
A(n,a)A(m,b)= [cos —cos — — (п + m)sin —sin — JE 

2 2 2 2 

. а б а. b 

-一 іа [ nsin > COS F: 十 mcos Sin p 

а. b 

+ (n X т)ѕіп 7511 7 | (5.67) 


7. R А(п,а), А(т,ьЬ) Є SU(2),F(A(n,a)) A Ж SU (2): 
群 函 数 , 作 为 紧 致 李 和 群 群 函数 在 群 空间 Lc 的 积分 ,要 求 : 归 一 化 


|а) = 了 和 
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[FCA m,a) dA) а [Е СА От, b) A Cm, b) (du). 


(аА) = И (n,a)da da,da; = W (n ,a)a°sin0dad0d@ 
ФРЕЕ Ж W (n ,a) (n= n(0,@)). 
| 提示 :由 具有 相同 a 的 元 素 属于 同一 类 ,因此 W(n,a)=W (a). 
现在 设 工 为 恒 元 邻 域 任意 元 素 , 则 SS 二 ACn,a)T A А(п,а) %%, 
任意 元 素 . 因此 WC(E)(dt) 右 来 A(n,a) 后 ,全 部 移 至 А(п,а) 4838 
сад) S. Ёр W (E) (dr) = W, (Cd) =W (A Cn,a)) CdA) = 
W (n) (ам), Q 


W (0) = W (a) 


93.6, 
ае 2753427 (PJ ЖА] ж), 


J t= 0 


g 
或 (а) = We) | f G, = | 


í = a 


对 于 本 题 , 令 А(е,а) = А(п,а),е ж z F ARETAN). 
利用 第 5 题 结果 ， 
A(n,t) = E — itio, + 2,0, + 1303)/2 (线性 化 )， 


а . ,a 
Atle;,a) = Ecos = — 10,S1N —. 
| 2 2 


利用 (5. 67) K , Ж K É t, 的 一 级 小 量 , 有 


A(n,t)A(e,,t) = E[cos (>) — _' „sin (< 5 ) | 


一 1 2 [соз (5) + sin 507 


‚б . 
— i > [cos (5) — піп С) 


_— {°з а in (= 
® Liscos С) + 251п( 2 ) |, 


£ . 、 
其 中 已 取 соз > = 1,510 =. Ф A = А (m, a') = Ecos r: 
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一 IC • o)sin(—). ХЮ E 5 о,(:=1,2,3)%]# AAA (3k A E) 
і) 


COS а == cos а _ asin 4 = cos (2 Fh, 
2 2 2 2 2 Í 


in & sin (€) = sinc) + 1 а 
sin 5 = sin( ) = sin(%) + 2 їз3С08(-,-), 


f G ,a) = a'!n!, = 5 [cos (S ) + tsin (— z) J/sin 5 ш 


z? 
falt, ,a) = a'n', = z [cos (=) — асра) 


ы! t : : | 
J.G ,a)= a'n'; = a[l cos) + sin 23У відс) 
— w = w 十 ts. 


д/;(ї,а) . . 
W (а) det| Ф; |. (2,7 ВЕ 1,2,3) 
а а а | 
poteg?) p 0 
д? 
ш — £ Z cot — E a ү 
2 2 2 4sin С) 
0 О 1 


Ер W(a) =W(0)4sin’ C) /az 


但 又 由 归 一 化 条 件 


| (дА) == 1=>| 4W (0)sin’ (5 )даѕіпбабаФ = j 


516707 (0) = 1—>W, = | 
16x 
— W (0) = 2 122510 С), 
ka 


cc 对 于 SO(3),0<a=<, 
(а) =; sasin? (S ). J 
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8. 对 SOG) AAR M+ XU G=1,2,3)3k £ # + 2 * * 
йб Л ЖИЛ. X 对 角 化 表象 中 ， 
(XG a = pw 一 7 一 1 一 了 十 1 一 力 ， 


(1) Уо = (XoY = jG — DE; 


(2) ОХ) = —[8,— Ty ааг, 


О) =— даг — д. T; 
其 中 I* 满足 递 推 公式 
Г; = [G + OG e+ 1)]'2 = Гу. 
[提示 :本 题 推导 在 一 般 量子 力学 教科 书 中 均 有 . 注意 (1) 中 (XX))? 
就 是 角 动 量 平方 算 子 . J 
9. 设 对 于 SO(3),An,a)ESO(3), 有 
Aj (n,a) = exp[ — ian • X. j 


3 
其 中 。Xi = 2 n(X0) ,j 为 不 可 约 表示 标记 . 试验 证 在 分 立 
人 
> |X.(g.) | = => | 1х0 |° Sin (5)singdad® == ], 


(5.68) 
| 提示 ;对 于 表示 Ac (n,a)=exp[—ian ° ХО], R Kk #8, iÉ n 
Гез, W| (Ac. (ез,а)) „= б,.ехр[ —іла]. 表示 Ac lea) Æ 2;+1 
维 , 并 且 是 双 值 表示 ， 
A(e,,a) = A(— e,,2% — а). 
4 表示 中 特征 标 为 
Xo a) = Зете == 


a= — 


eUt) —ija 


— e 
e” — 1 
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= sinj(j + 13а /вїп С). 
实际 上 这 是 所 有 转角 为 a 的 元 素 类 的 特征 标 . 
1 [™. x " . 
== | sinbdg| ` aof Xo іп? (5da 
_ 2|".;.,. 
= Z| sin 16 + Зада = 1. 


说 明 :如 果 是 SUC2),W(0) = asit) ,但 | da = 1, 8 
可 验证 归 一 化 条 件 (5. 68) %. | 
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第 六 章 ” 李 代数 基础 


$ 6.1 李 群 的 整体 性 质 


李 群 的 无 穷 小 算 子 在 对 易 关 系 运 算 下 构成 李 代 数 . 局 域 李 和 群 
的 结构 完全 由 相应 的 李 代 数 确定 . 如 果 李 群 G 是 由 几 叶 不 相连 通 
部 分 (在 群 参数 空间 ) 构成 , 则 称 为 混合 李 群 . 与 恒 元 相连 结 的 那 
一 叶 (sheet) 叫 局 域 李 群 Go. Go ÆG 的 不 变 子 群 . С/С, = [E , 
H i, H:s ,Hj 则 刻 划 了 混合 李 群 的 整体 或 拓扑 结构 .事实 上 , 混 
合 李 群 C 的 各 个 互 不 相通 的 连续 片 就 是 集合 
Go( 局 域 李 群 ), С„Н,, G,H,, ++, GoH,， (6.1) 
其 中 G,H,G = 1,2,… , p) 均 为 G6 的 陪 集 . 
局 域 李 群 又 称 简 单 李 群 . 如 果 局 域 李 群 的 参数 空间 是 多 连通 
的 , 则 在 同一 参数 空间 必然 存在 相应 的 单 连通 的 局 域 李 群 , 称 为 原 
№ R 2 НЕ R Я з ВЕ. 
H) 1 SOG) 群 , = 3, ZR асн fi ).0 A) (7 tu 
№). 参数 变动 范围 | 
0<0=< x, —т<$< л, 0=< a < x. (6. 2) 
Ң ЖЕ Wu JE Xk E ТЕ 25: 34 25 [8] (а,,а,,а3) PH r ABFA, Ж а 
= ап = (aa, a,),n УКЕ n = nnn) = п(@,$). 
群 流 形 显然 是 连通 的 , 即 G = G, SOG) 本 身 是 简单 李 群 . 
由 于 
А(п,а) = АС—п,2т—а), (6.3) 
ИП И, n 65а, 5958 — n 5) 27 a, 14189] — (Е. ТЕШ 6б. 1 
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中 与 nn 同 向 的 直径 ,在 群 流 形 球面 上 的 交点 PL 表示 А(п,а) 与 
P[ 表示 A(— n,2x — a) ] 实质 上 是 描述 同一 操作 .换言之 ,此 时 群 
参数 对 群 元 素 是 双 值 表示 的 . 


图 6.1 SOG) 群 流 形 


在 研究 连通 性 时 ,对 于 通常 的 所 谓 曲 线 连 续 变 化 ,这 种 双 ( 儿 ) 
ЇН 表示 出 现 异 滑 情 况 , 即 己 与 已 既然 代表 同一 群 元 ,在 连续 变化 
时 ,允许 点 跳跃 到 P' ,或 已 跳 到 书 点 .这 样 一 来 ,在 群 流 形 中 任 
Ж. 两 点 的 所 有 连 线 就 分 为 两 大 类 ,其 中 一 类 包含 直径 两 端的 偶数 
KELER, — ŽE & Ay ОК ВКК. 凡 属 同一 类 的 连 线 , 可 以 验证 ， 
在 群 空 间 ( 流 形 ) 中 作 连 续 变 化 而 重合 . 在 第 九 章 ,我 们 可 以 知道 ， 
其 中 每 一 类 曲线 均 属 同一 道路 连通 的 同 伦 类 . 在 作 连 续 变 化 中 , 跳 
EK 点 可 以 在 球面 上 自由 移动 , 唯 跳跃 前 后 的 两 点 始终 保持 在 直径 
的 BJ й. 因此 跳跃 无 法 通过 连续 移动 而 消除 . 如 果 两 次 跳动 , 则 可 
以 把 跳跃 点 反 向 移 在 一 起 ,从 而 包含 两 次 跳跃 的 连 线 是 一 个 封闭 
回 线 ,上 自由 可 以 通过 连续 变换 最 终 收缩 为 一 点 ,等 价 于 不 跳 . 

例 2 SU(2) 群 ,r = 3, 群 参数 与 SO(C(3) 同 .但 VY А(п,а) Є 
SU(2), 可 表示 为 

A(n,a)= exp[ — ian ° 0/2] (6.4) 

zl 


r 


a` . . 
>| — 1(h • g)sin 


= Ecos 
2, 
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容易 看 出 ,A(n,a) 二 A( 一 nn,47x 一 a). 但 


А(п,2п — a) =— А(— n,a), А(п,2х)=—Е, 
此 时 群 参 数 变化 范围 是 
0<0=< x, —xw=< $< x, 0=< a=< 2x (6.5) 


相应 的 群 流 形 如 图 6.1, 但 此 时 半径 a = 2r. 与 50(3) 不同 的 是 ， 
此 时 流 形 球面 上 任 一 点 与 群 元 素 是 一 一 对 应 的 . 群 流 形 内 任意 两 
点 的 连 线 ,可 以 通过 参数 空间 的 连续 变形 化 为 球面 上 的 等 价 连 线 ， 
最 后 收缩 为 一 点 . 因此 SU (2) 群 空间 是 单 连通 的 . 

由 于 SOG) 群 是 SU) 的 不 变 子 群 , 且 商 群 SU (2)/SO(3) 
= = ŒE, D, RREZ I=— E, jk SU(2) = SO(3) ©) 
IT.( 反 射 群 ) ESUS 的 覆盖 群 . 以 后 称 离散 不 变 子 群 为 SU (2) 群 
的 中 心 . 实 际 上 :, 正 是 中 心 刻 画 SU (2) 的 整体 (拓扑 性 质 ) 性 质 . 

一 般 说 来 ,对 于 任意 多 连通 李 群 C, 总 是 存在 一 个 单 连通 的 群 
G, 使 得 可 以 连续 变形 (术语 称 为 同 胚 映射 G 上 ),G 称 为 履 盖 群 . 
这 里 有 关系 :G 局 域 同 构 于 GK, E rh K 为 离散 不 变 子 群 . 实际 
上 ,存在 若干 连通 、 彼 此 局 域 同 构 的 李 群 构成 的 集合 卫 , 其 覆盖 群 
就 是 G. 除 G 以 外 ,集体 荆 中 其 它 成 员 , 均 能 以 商 群 G/K 的 形式 得 
#|. $ K = (K, = E, Kl 天 ，)， 则 C 一 [G, K,G, K,G). 这 
里 离散 子 群 天 包含 在 C 的 中 心 Z 中 ,而 商 群 G/K 的 中 心 就 是 
Z/K. 

所 谓 李 和 群 的 中 心 系 指 , 其 相应 无 穷 小 算 子 集合 {(X2 ) = AC 
= 1, r) rhR,V X” = RS OGR o= 1, q), V X EA, A 

х, Хо = o, (6. 6) 
则 集合 @ 对 应 的 群 元 素 构成 G 的 一 个 阿 贝 尔 子 群 2 , 称 为 群 G 的 
中 心 或 极 大 阿 贝 尔 理想 .7V7(2) 的 中 心 就 是 Z,[2, 叶 整 数 循环 群 ， 
Z, A FENE I = (Е,Г),Җ th Г = E]. хб = SU (2) ,G = 
SO(3). 由 于 
2722 = 8063), 
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їй SU (2)/Z, 必 局 域 同 构 于 SU(2) ,因此 Z, 38 SU (2) 的 中 心 . 

例 3 5002) 的 覆盖 群 为 实数 加 法 群 尺 ,其 中 Z。 元素 为 全 体 
实数 ,和 群 运算 为 普遍 加 法 ,单位 元 为 0.2。 为 全 体 整 数 加 法 群 . 
SOC) 的 参数 的 变化 范围 为 ,0 委 0 委 27 ,而 及 = {0| — oo < 0 < 
œ}. 因此 R/Z 局 域 同 构 于 R, HA 

R/Z = SO(2). 
RI E Z. Z: R Їн л», R 2 SO(2) ЯЕ. SO (2) 是 无 限度 
连通 的 ， 

李 群 整体 ( 拓 朴 ) 性 质 小 结 : 

(1) 简单 或 局 域 李 群 . 群 中 任意 两 元 素 均 可 在 群 参数 空间 中 
连 线 联 结 . 如 SOC) PSU (п) 群 , 等 等 . 

(2) REER G 群 流 形 分 为 不 相连 通 的 几 叶 ,其 中 与 单位 元 
相通 的 那 一 叶 , 是 群 的 不 变 子 群 , 叫 局 域 李 群 , 记 为 Co, 其 它 诸 叶 
均 为 Go 的 陪 集 . 

例 4 О) 群 . det4 =+ 1,V A € Об»). $ SO) 对 应 
detA =+ 1. 田 一 叶 为 (一 琅 )SO(n), 即 其 中 任 一 元 素 均 可 用 一 上 E 
5 50(п) "ЖАЗ 9]. 而 SO) 的 任 一 表示 ,在 O(n) 中 对 
应 两 个 表示 .注意 此 时 两 叶 中 的 元 素 分 处 于 群 参数 空间 中 不 相连 
通 的 两 区 域 . 

(3) 简单 李 群 的 连通 度 . 简单 李 群 的 任 两 元 案 的 连 线 ,在 拓扑 
上 可 能 有 若干 不 等 价 的 连 线 类 ,各 类 连 线 彼此 无 法 通过 连续 变形 
重合 (所 谓 道路 同 伦 意义 上 不 同类 ) ,使 得 连通 群 空间 有 不 同 连通 
Ж. 如 SO(3) 群 空间 连通 度 为 2, 而 5002) 群 空 间 连 通 度 为 无 穷 
K. 

覆盖 群 . 每 一 个 多 连通 的 李 群 G, 在 同一 群 空 间 对 应 单 连 通 李 
群 C,G 与 C 存 在 同 态 映 射 关 系 ,C 称 为 G 的 覆盖 群 ,G 的 表示 称 为 
G 的 多 值 表示 . 

二 连通 的 SO(3) 群 的 覆盖 群 是 SU(2) ,而 SO(2) 的 每 一 个 表 
示 都 对 应 SU (2) 的 双 值 表示 、 
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连通 度 无 限 大 的 CO(2) ЖАЯ m PE З ЖОШ ЕЕЕ R m F ñ 
每 一 个 表示 都 对 应 于 5002) 的 无 穷 多 个 表示 . 事实 上 
К‹ ) SO(2) # 
0 + 2пп 0 < @< 27 
H rH n Ш. 这 个 结果 在 量子 色 动 力学 的 0 真空 理论 中 会 用 
žij. 
(4) 紧 致 性 .所 有 群 参数 是 有 界 的 , 则 相应 的 群 空间 称 为 紧 致 
的 ,相应 的 李 群 称 为 紧 致 李 群 . 反之 , 则 为 非 紧 致 的 .只 有 紧 致 李 群 
方 可 进行 群 积分 运算 . 
表 6.1 给 出 了 具有 同 构 李 代 数 A 的 实 李 群 的 覆盖 群 G 及 局 部 
同 构 ,使 于 参阅 . 


(л = 0, + l;t, + оо), 


表 6.1 覆盖 群 及 其 局 部 同 构 


5 # AAR 局 域 同 构 

SO(2) R SO(2) ~ K/Z. 

SO(3) SU (2) SO(3) ~ SU (2) /Z; 
SOG4) | SURD 0 SUC) SOC) ~ [SU(2) © SU (25 ]/Z; 
SO(5) СА) (3 #£ > SO(5) ~ S, (4) /Z; 

SO (6) SU (4) SOCS) ~ SU (4)/Z; 
SO(2,1) SU(1,1) 5ОС2,1) ~ SUC, IDZ, 
SO(3,1) SL(2,c)( 复 群 》 5063,1) ~ SL(2.c)/Z,; 


50(2,2)| 517(1,1) @SU(1,1)]| SO(2,2) ~ /[SU(1,1) @ 5001,1) ]/7, 


SO(4.1) S (2.2) SO(4,1) ~ S,(2,2)/Z; 
SO(3,2) Sp(4,R)( 实 ) | SO(3,2) ~ S$,(4,R)/Z, 
SO(3,3) SL(4,R) SO(3,3) ~ SL(4,R)/Z, 
SO(4,2) SU (2,2) SO(4,2) ~ SU(2,2)/Z; 


F Sp(2n) BJ JG ж £ БЕЛЖ £, At =— A. CEH 2n 维 
线性 空间 矢量 全 == (ау, рдуу.) EJ $ = (ур, Ya 
Ул, yas to Y WAHR 
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(х,у) = У (=, у: yi Ti), (6.7) 
一 | 


在 其 变换 下 ， 
Ат = Tp 一 一 (Z, » ..., Xp 3 Tp» Ы Tp ), 
| | | (6.8) 
Ау = Ур 一 Yp,» 0... Ур} Уу Р, ° s". y p) 
保持 不 变 ,(Czo， yp) = (х,у). у FA :VACE Sp(2n), 有 
É Z; (Zis 25, Z, Юи X n 
А = , | (6.9) 
Z, — Z, ЯЖ Е , = 2 = 1,2). 


52(92п) 群 的 独立 参数 为 2п(п + 1). 5р(2п) 群 是 单 连 通 的 . 
5О(п) (п > 2) 均 为 双 连 通 , 而 SU Ca) 则 为 单 连 通 . 
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1. Sp(2n) 的 独立 参数 为 何 是 2n( + 1)? 
[ 提示 : 反 厄 密 条 件 4+ 一 一 4, 相 当 2n(n 一 1) ЖА. | 
2. 证 明 SU (n) (n > 2) 是 单 连通 的 . 


[ 提示:Y AE SUC), А=ехр| 一 i》)asX。 |, 其 中 独立 参数 as(a 
二 1] ,yn — 1) n — 1 A,X AERA. Z IE 3E Ая 6 45 , 
Ах = Ас, ЖАРДА À = exp[ — i$, AAR H Al = 1. $ ñ Ф, 38 
同 # 2) F| — Жә ж.п X n ЖАЖА п Л, {= 262 Ж # t 


{А = 1, TrA 二 1, 就 是 exp{ — i >1@,) = 1, Pp 
Ф + $, + -- + Ф, = 0. 
HI TE 50 (п) а п — 1 F i 3. 8 £ h Z, = {exp[ 一 14]? }, # 
中 ф 一 = p = 0,1],2,*,п 一 1 ,构成 的 天 БАА Ж, 2) SU (п) 的 
KET. 其 中 元 素 与 SU(n) 所 有 元 素 对 易 , 故 2, 为 SU(n) 中 心 . 
商 群 SU(n)/Z, 与 SU(n) 有 1 对 nn 的 同 态 映射 关系 , 且 两 者 有 局 域 
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同 构 关系 .因此 SU n) /Z, 11 JE 2J n 0) Ja] + a SU (n) 则 为 其 
履 盖 群 , 且 为 单 连通 的 .| 


S 6.2 李 代 数 的 概念 


李 代 数 起 源 于 李 群 的 研究 ,但 是 后 来 发 展 成 为 代数 学 的 分 支 . 
但 是 ,在 本 章 我 们 不 拟 多 去 讨论 抽象 李 代 数 , 而 是 尽 可 能 在 李 群 的 
范畴 内 讨论 李 代 数 的 概念 和 最 重要 的 性 质 . 我们 会 发 现 , 与 李 群 对 
应 的 李 代 数 完全 确定 李 群 的 局 域 性 质 , 结 合 Š 6.1 节 对 李 群 的 整 
体 性 质 的 讨论 ,就 会 对 李 群 的 全 部 性 质 彻 底 掌握 . 李 群 的 分 类 和 表 
示 , 归 根 结 底 就 是 李 代数 的 分 类 和 表示 问题 . 


1， 李 代数 的 一 般 概 念 


设 志 为 线性 空间 ( 维 数 有 限 或 无 限 ), 0 为数 域 ( 复 或 实数 域 )， 
у X,Y,Z € L,a,b € 人 定义 双 线 性 封 财 运算 (或 对 易 运 算 ) 
[X,Y]= Z € L, 
且 对 易 运 算 满 足 如 下 条 件 : 
(1) 第 一 个 因子 线性 性 : 
[aX + БҮ,2] = a[X,Z] + brY ,2Z1. 
(2) КЖЕ: 
[X,Y] = — ГҮ,Х]. 
(3) 雅 可 比 条 件 ( 或 恒等式 )， 
[[X,Y],Z]+ [[Y,Z),X]+ [[Z,X],Y]= 0. (6.10) 
WE L 为 域名 上 的 李 代 数 . 
由 条 件 (1) 5 (2) 易 知 ,对 易 运 算 对 于 第 二 个 因子 也 是 线性 
的 : 
[X,aY + bZ] = a[X,Y] + b[X ,Z ]. (6.11) 
显然 有 ,YA € L, 
[X,X] = 0. 
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EuR Y X,Y EL, HIA 
[X,Y] = 0, 

ДК L XE) R RAS. 

例 1 > 秩 李 群 C 对 应 的 无 穷 小 算 子 {X 7” ) 的 集合 4, 构成 > 
维 李 代数 . (6.10) 式 的 条 件 显然 都 满足 ;此 时 

(XP „Х| = х te) — X te X °P , 
Хо, Хо] CX (р,о,г = 1, ,r) 
(Cu =— С), 
хе, Хо) = 0, 
以 及 雅 可 比 条 件 
TX” ‚х“° | X°] + [X0 „ХӘ | X °) 
+ [ [ X%° X ], XO] = 0. 

例 2 x ÆRKR EH L, , V х,у € ZL 定义 普通 矢量 标 乘 工 .y 
= [x,y] = 0, KiE L, 构成 维 阿 幢 尔 李 代数 . 

例 3 ZÆ REEE, HERH enee Hry € E,, E X 
对 易 运 算 为 

[х,у] ==(ж;уУз 一 yzZa)el F (азу 一 Уз )е; 
+ (жуу; 一 Zjyijëes, (6.12) 

ДР z = 2 rey = 2 уе. 这 里 对 易 运算 就 是 普通 所 谓 和 撩 乘 . 
则 易 证 (6. 11) 式 定 义 了 在 E, 中 的 一 个 李 代 数 . 

如 果 数 域 2 为 实数 域 ,对 应 的 李 代 数 称 为 实 李 代 数 . 如 果 OQ у 
Я 数 域 , 则 对 应 的 李 代 数 称 为 复 李 代数 . 与 李 群 联系 的 李 代 数 ( 见 


例 1) 总 是 实 李 代数 . 以 后 李 群 的 符号 用 英文 大 写 , 相 应 的 李 代 数 
则 用 小 写 ,便于 区 分 . 


2. 同 构 与 同 态 


者 4 与 4' 为 定义 在 数 域 Q 上 两 李 代 数 , 定 义 线性 映射 了 为 
Үх,уЄ A, 及 a,b E22 有 
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aX + bY — f(aX + bY) = аХ' + bY' € A', (6.13) 
[Х,Ү] > [X,Y] = [X',Y']€ A', 
则 称 映 射 / 为 从 4 到 4 的 同 态 映射 . 知 上 映射 是 一 一 对 应 的 , 则 称 
为 同 构 映 射 . 如 4 = A', 称 自 同 构 . 
例 4 SU (2) #5 SOG) 群 是 局 部 同 构 ,其 相应 李 代 数 su(2) 
与 s0(3) 则 同 构 . 
平移 群 TO) 5 50020) 局 域 同 构 ， 其 相应 李 代 数 


只 有 一 个 无 穷 小 算 子 志 | 显然 同 构 ， 


小 结 :两 李 群 局 域 同 构 的 条 件 是 其 李 代 数 同 构 . 李 代数 的 基本 
冲 题 之 一 束 是 寻求 所 有 不 同 构 的 李 代 数 . 


з. 子 人 代数、 理想 和 中 心 


子 代 数 。” 者 李 代数 4 的 子 集合 日 是 其 线性 子 空间 , 且 对 
V X,Y € ©, 有 


| = f(r) € A, y> у = } (у) Є A, 


[X,Y]= Z € 9， (6.14) 
则 称 名 为 4 的 李子 代数 ,简称 子 代 数 ， 
理想 ”大 日 为 李 代 数 4 的 线性 子 空间 ,有 日 对 VY XEO,YyYE 
A, 有 
[X, X,]= Z € Ө, (6.15) 
则 名 称 4 的 理想 ,或 不 变 子 代数 . 除 零 元 素 与 4 本 身 以 外 的 理想 称 
为 真理 想 . 
EFRA AH, V X € A, R Y C 6B( 理 想 ), 所 有 满足 条 件 
[Y,X]= 0 (6.16) 
的 元 家 Y 的 集合 日 称 为 李 代 数 4 的 最 大 阿 贝 尔 子 代数 ,或 极 大 可 
对 吻 理 想 , 更 多 时 候 称 为 李 代 数 4A 的 中 心 . 中 心 的 所 有 元 素 与 李 代 
数 的 元 素 均 可 对 易 . 这 里 的 定义 与 (6. 5) 定义 李 群 的 中 心 是 一 致 
的 . 
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55 eLOn,C) ЯД ЩЫ (C) E X 革 矩阵 的 集合 . HTE 
阵 加 法 与 数 乘 矩阵 两 种 运算 构成 2(C) Бл AXB E B) үх, 
Y € gLa,C) 定义 

[X,Y] = XY — YX, 

则 gL,C) А = IV 3 W ДЕ eL On ,C) 的 对 易 运 算 显 然 满 足 
李 代 数 三 条 件 . 

sL, C) 为 所 有 迹 为 零 的 矩阵 的 集合 (对 应 李 群 元 素 A = 
exp `a, X; detA = 1), 是 gL(n,C) 的 理想 . ESE F, X,Y € 


р1.(п,С), W 
Tr[X,Y] = Tr(XY — YZ) = 0, 
即 [X,Y]= Z € 51, (п,С). 
此 外 , 令 V A € ОСС), ДЖЕ (AE) 构成 一 维 子 代数 ,显然 它 
是 gL(ln,C) 的 理想 . 因为 对 YX € gL(n,C), 有 
[X, AE] = 0. 
EE gL, O th Pr #8 ЯА] f 38 РЕН) Е & bln COHR n 维 阿 贝尔 子 
代数 . gL(n,C) 中 所 有 迹 为 0 的 对 角 和 矩阵 则 构成 s(n,C) 的 n 一 1 
维 阿 贝 尔 子 代数 , 它 是 gL(,C) 的 中 心 ， 


4. 基底 变换 


李 群 三 条 件 并 不 能 唯一 确定 李 代 数 4 的 基 矢 {X,}. 我 们 可 以 
自由 地 选取 同 构 的 基 矢 . 对 于 与 李 群 相对 应 的 李 群 ,基底 的 变换 导 
臻 新 的 结构 常数 ,实质 上 对 应 新 的 参数 化 形式 . 基底 选择 的 任意 
性 ,便于 我 们 选取 最 简捷 的 基底 ,或 称 标准 化 基底 . 

设 新 基底 为 {(X',}, 则 有 


Х' = У\а,„Х,. (6.17) 
如 来 对 原 基 底 (X,) ,结构 常数 Cs 为 
[Xo X] = У\С.Х, (oa = 1," r), (6. 18) 
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则 对 新 基底 应 有 ， 


[Х', X’, j= У! [а 人 入。 йввХ в] 
op 


= > {а„Х.С,Х,. (6. 19) 


aB, Y 


жн AAC „› (6.19) 式 亦 可 写作 
[X',, X',] 一 У! С", Х', = У! С'а2Х. (6. 20) 
X} tk (6. 19) 5 (6. 20) 式 ,有 
© asa, Ср = У) Сао. (6. 21) 
a.f 


r 


4 > anan = да, (6. 21) ЖЯ Ца, НУУ R si, A 


Се, = Xa paolan, (6. 22) 


za. B.Y 


(6. 22) 式 既 可 视 为 在 基底 变换 下 结构 常数 变换 的 规律 , 亦 可 视 为 
两 个 李 代 数 同 构 其 结构 常数 应 满足 的 条 件 . 


问 А 


1. 李 代 数 A= [X,X,X] [XX] = X,,[X,,X,]= Х,, 
[X,, X, | 一 X, | 5 车 代数 А! = [Х',,Х',,Х',],[Х',,Х',] = Х,, 
[X,,X,] =— Х,,[Х,,Х, |] =— X,, © 1й4ң ® ЖАЖА А? 
| 提示 :变换 矩阵 a 应 为 对 角 的 . Х', =Х,,Х', = iX, X', = 
— X, | 

2. 试 证 当 M 23 n X n 3 F£ , W] i£ 2-# 1 

ХМ + МХ' = 0 
的 n X n Ж Х.Х 的 集合 4A 构成 李 代 数 . 
[提示 ;由 XX,X',Y,Y' € A, E. ХМ + МХ = 0 # YM + МҮ = 
0, 有 
Х,У =[X', Y' ], 
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[X,Y]M 十 MIX ,Y:'J= (XY — YX)M + M(X'Y' — Y'X') 
=— ХМҮ' + YMX' — ҮМХ' + ХМҮ' 
= 0. 
亦 即 [X,7],[X,Y] € A. 该 李 代 数 记 为 g(n,M,C). | 
3. # М, 5 M, 对 合 , 即 
Mi = M,, 
则 gn, M,,C) 5 gG, M,,C) A H. 
Г ж. Ж ХМ, + M,X' = 0>g(n,M,,C); ҮМ, + M.Y = 
О д(п,М,,С). ЕХ Z = M.Y ,Z' = Ү'М,, W 
ZM, + M,Z! = YM: + МҮ = YM, + М,Ү = 0, 
对 应 gn, M,C). š Ж Ж 3 Pp #58 X Ж F| 49 ШЕ Ж}. | 
注 : 由 gm,M,C) 可 以 得 到 所 有 经 典 李 代数 . 
(1) 当 M AENEA, deM Z 0, B M = M 时 ,构成 
ERK. 
当 n = 2m (486 3⁄8) , А 
0 In 
|. е 
则 所 有 满足 XAf + МХ = 0 t # É X £B x, #£- Р, юй p Z Ж 
X а Ж 3 2п? — п, 


| см? = ЕБ), 


с s 
А», 一 А, 
当 n = 2m + 1( 奇 数 ), 今 
1ll 0 O 
М= |0 0 Ll (M = E;,+i)5 
O I, O 


则 满足 ХМ + MX' = 0 6 E X Ж) КЖ В,,ү X Є 
В„,Җ 
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Q u U 
X= | —v А Aiz |. 
А { 
— и А, — А 11 


(2) # М J jz M] Б НЕК, М =— М,п x: 04150. 2 n = 
2m, B| š $- {+ ХМ + МХ 一 0 的 所 有 六 集合 构成 李 代 数 C 其 


中 
X =— W йи | 
А» — А 11 


C, 代数 的 维 数 为 2n° + 1. 
(3) gL@ + 1,C) 中 所 有 迹 为 零 的 短 阵 枸 成 的 子 代 数 A. Pp 
V X,Y € gL@Q + 1, O), J 
v Z= [X,Y ] € A,. 
A, 的 维 数 为 n(n + 2). 


3 6. 3 李 代 数 的 基本 性 质 与 结构 分 类 


李 代 数 的 结构 与 分 类 ,最 主要 的 依据 是 它 所 含 李 代 数 的 性 质 . 
1. 单纯 李 代 数 与 半 单 李 代 数 


单纯 李 代 数 系 指 不 仿真 理想 的 李 代 数 . 半 单 李 代 数 则 指 不 含 
真 阿 人 贝尔 理想 的 李 代 数 . 显然 单纯 李 代 数 一 定 是 半 单 李 代 数 , 反 之 
则 不 然 . 半 单 李 代 数 应 用 极 广 . 

例 1 一 维 李 代数 均 为 单纯 李 代 数 . 所 有 经 典 李 代数 A Ban 
C, 和 D, 为 单纯 李 代 数 . 

例 2 so(4) 代数 ,有 6 个 元 素 J..K,G = 1,2,3). 其 对 易 关 系 
是 

317,1 = Eiai ([К,,К,] = eK, 
/,К,]=0, G,j k = 1,2,3). (6.23) 
上 和子 代数 J = Ji „Ј,,Јз] 与 K = [K,,K,,K,] JÆ so (4) HJ 
` 204 ° 


真理 想 , 故 so(4) 为 非 单 纯 李 代数 . H (6. 22) 式 知 ,这 两 个 理想 均 
非 阿 贝尔 的 , 故 so(4) 为 半 单 李 代 数 . 

例 3 Е, 代数 的 三 个 元 素 有 对 易 关 系 : 

ГХ\,Х,| = Х,. [X,X,]=— Х,, [Х,,Х,] = 0. 
显然 阿 贝 尔 子 代数 N = [X,,X,J Е, 代数 的 真理 想 , i E, 为 非 
半 单 李 代 数 . 

从 群 结构 来 说 ,单纯 李 代 数 和 半 单 李 代 数 显 然 是 最 简单 的 . 从 
某 种 意义 上 讲 ,一般 李 代数 的 研究 的 目的 在 于 获取 该 代数 所 包含 
的 单纯 或 半 单 李 代 数 的 信息 . 为 此 ,必须 引 和 人 导出 代数 、 才 零 代数 
与 可 解 代数 的 概念 .所 谓 导 出 代数 可 以 类 比 “ 导 数 ” 


2. 导出 代数 可 解 代数 与 逢 零 代数 


导出 代数 V X,Y € 4( 李 代数 ) ,Y [X,Y] 二 的 集合 构成 
д, іа 


АФ = [A,A], (6. 24) 
4 “为 4 的 理想 ,472” 称 为 4 的 导出 代数 . 相应 的 高 次 导出 代数 是 
A? = [AV, AW], 
| (6. 25) 
А = [4"0, дер]. 


РАЖАА, AV, AP, e, А 构成 所 谓 4 的 导出 链 , 且 有 
GE A = A) 


AV DAV? DA? Dee уд” Dee (6.26) 
AERA ТЕШЕ (6.26) 中 ,存在 正 整 数 上 ,使 得 
A = 0, (6. 27) 


则 称 代数 4 为 可 解 代 数 . 显然 ,可 解 代数 具有 性 质 ， 
(1) 可 解 代数 的 子 代数 及 其 同 态 像 均 系 可 解 的 . 
(2) 可 解 代数 不 包含 单纯 子 代数 . 
(3) 设 4 及 其 真理 想 4。 是 可 解 的 , 则 其 商 代 数 4/4, 亦 可 解 . 
这 里 商 代数 由 A, 及 其 陪 集 构成 . 
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例 4 E, 代数 ， ЖЕ A = 《41， 从 2， X3) MI АЧ = [X,,X, | == 
N( 见 例 3), A? = 0. 故 ;为 可 解 代 数 . 
PERK EXA = А, № 
А? = АО = [А,А], А? = [А,А?], +, А" = [A,A]. 
(6. 28) 
这 里 A*(k = 1,2, n) 都 是 4 НАЯ. RER К,А = [А,А]С А! 
= А, А" 二 [4,4A”']. 亦 即 有 下 列子 代数 系列 
А2 A2 2 Aš: 2. 2 А" ODO. (6. 29) 
称 为 降 中 心 链 或 理想 的 降序 列 . 只 有 对 于 某 正 整数 大 ,上 链 中 目 ， 
即 4 一 0, 则 代数 4 УЖЕ К. 
由 笑 堆 代数 与 导数 的 定义 ,可 以 证 明 
А"! D A“. (6. 30) 
X n = 1RF,A2 = [A,A] = 40. 设 (6.30) Ел = Ë KRZ, WI 
AH DAPP, щи = Ё + 1 В, 
ДЖ ш [А°, АФ] С ГА, А+] 
С [А, Ай] = Atte, 
由 此 可 见 : 
(1) FEARG, U) Ë БС АЯ. 
(2) 秦 零 代数 的 子 代数 及 其 同 态 像 ( 包 含 两 代数 ) J Ж. 
Hs 所 有 形 如 下 式 的 上 三 角 和 矩阵 


тү ZX © T 
z 0 Ta ... z | 
0 + +“ x, 
构成 李 代 数 , 记 为 t(n,C). 在 iln,C) 中 所 有 对 角 元 束 相 等 :za = 
т 5 e = Xm 三 4 的 矩阵 集合 亦 构 成 李 代 数 , 记 为 ntn,C). 可 证 


ВЯ tn, C) 可 解 , 而 n(n,C) ДЖ. 
< n,(1 < í < n) 表示 ntn,C) 中 所 有 形 如 
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(0) O ... () Жу ... ... Lin 


Ü 0 ... ... (0) 并 > +] z.. Lon 

С = Laiti. n 
Ü 
0 0 О 


(6. 31) 


的 矩阵 的 集合 , 即 
0 += 0 5, 


M O Ф 60 () 
„+1 == (о) M M, == М °, M 9 °"... 
О 0 
512 Lin 
.之 1t ... тр + Tin 
O О т» Lon 
. А 2 9 Lon 
n: = |: О : ， n = 
Жаз,» 
О х, 


О О 
用 归纳 法 证 明 p 
T, = Ж); 一 … = Tp = À, 
nna, CP Cn, (= 1,2, n+ 1). (6. 32) 
当 i1 二 1 时 ,n(n,C)W 二 n(n,C), 上 式 成 立 . 设 上 式 当 i = ;< n Bf 
成 立 . 令 VBE n(n,C), 


A А\; 1л 
0 А Аз "s" Аз, 
В = | | ; (6. 33) 
: `. Ас,» 
0 А 
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ДЇ 


OO 
D 
С> 
с> 
S 
м. 
* 


СБ = AT j+, n ? 


о о 
о о 
о о 
о Ë 
È 
+ 
> 


®ЮС,В) c пъ» Bh 
п (т ,С)% = [nin C, nn, COP] C [nG ,C), п, 1 C лу... 

上 式 表明 (6. 32) 式 对 7 十 1 时 也 成 立 . 同时 л, 二 0, 故 n(n,C)™ 
= (0). 可见 n(n,C) ЖЖ. 

此 外 ,in COY == [t(an,C), tn,C)] C ял(х,С),Ж (п, С)" 
REAR, Cn, C) 也 可 解 . 

例 6 Е, ЖЖ. A = [XXX] A = [A,A] = АЧ = 
[Х,,Х,],А* = [А,А*] = A’. 即 是 说 ,Ei WR НАЕ. 

注意 ,第 等 与 可 解 代数 与 单纯 李 代 数 、 半 单 代数 是 概念 完全 不 
同 的 代数 . 利用 这 两 类 概念 可 以 将 李 代 数 作 完 全 不 同 的 两 种 结构 
类 型 分 析 . 
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з. 直 和 与 半 直 和 


V т Є А,В > ` X, = X , Ë: rH X, Є А; С“ — 1, n), 3F R ХЕ 
t= 1 


ЖА, 5 А, 527), ВА П А; = OLA, A] = 0, ДК A 
为 其 诸 李 子 代数 A, 的 下 和 ，, 记 为 
А = А, A, Ф -:- @ A,. (6.34) 
АУА, p 4 的 子 代数 , 且 对 VXE A,# X = X, + X,. 
X, C€ А,,Х, € A,,3F R. 
[ASA] С A,, [A,,A,] C A,, 
A П А, = @, ГА,,А,| TA, 
则 称 4 为 4 与 4: 的 半 直 和 ，, 记 为 
А = А, Ф;А,. (6.35) 
Ww £. A, 是 4 的 理想 .注意 直 和 与 半 直 和 的 不 同 在 于 , 前 者 
[А,,А, | = 0, 表明 两 子 代 数 A, 5 A, 彼此 无 关联 ;而 后 者 则 有 
L4 ,4 jc 4 表明 两 者 有 关联 ,4; 是 理想 ,As 是 子 代 数 . 
可 解 李 代数 的 直 和 亦 可 解 . 寡 零 代数 的 直 和 也 寡 零 .证 明 极 其 
简单 . 
例 7 5064) 代数 . 子 代 数 了 = [Ji JJ] 5 K = [K,,K,, 
天 :] 有 
[Jid] = Eidir» [K:,K;] = eR, J; K;] = 0, 
故 so(4) = 50J(3) 中 зок(3). 
例 8 Е,КЖ.А4,А,=[Х,,Х,] 是 五: 的 理想 . 设 X, Ж 
成 子 李 代数 A, Ж 
E, = А, DsA,. (6. 36) 
李 群 分 解 的 基本 定理 . 任意 李 代 数 4 都 可 以 表示 为 一 个 可 解 
李 代 数 了 与 一 个 半 单 李 代 数 S 的 半 直 和 
А = р Gss. (6. 37) 
例 8 就 是 本 定理 的 一 个 实例 .本 定理 不 予 证 明 . 由 于 可 解 李 代 数 结 
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构 的 分 析 ,包括 相应 可 解 子 代 数 链 A ，4…，…，4”，… 可 以 直 
接 得 到 . 剩 下 的 问题 就 是 对 半 单 李 代 数 的 群 结构 进行 讨论 了 .何况 
许多 与 实际 应 用 相关 的 李 群 都 是 半 单 李 群 . 

以 上 关于 直 和 、 半 直 和 的 概念 ,对 应 的 李 群 就 是 直 积 和 半 直 积 
T.G=HQK, ÑG = HWsK. 关 于 李 群 的 分 解 的 基本 定理 ,应 
为 

G= HOOK, (6. 38) 
其 中 Н AIRF, K 为 半 单 李 和 群 . 

这 里 可 解 李 群 、 半 单 李 群 以 及 硕 零 李 群 .导出 李 群 .单纯 李 群 
等 等 ,只 不 过 就 是 相应 无 穷 小 算 子 构成 的 李 代数 是 可 解 、. 半 单 以 及 
FF FE Bi sh Т. 

李 群 与 李 代 数 的 关系 ,我 们 可 以 用 图 6. 2 表示 (混合 李 群 结构 
请 参阅 S 6. 1 节 ). 李 代数 与 单 连通 的 李 群 SG 是 一 一 对 应 ( 同 构 ) 
的 . 同一 李 代 数 都 可 以 对 应 许多 的 多 连通 李 群 G G = 1,2,…,n)， 
即 A 同 态 对 应 Gi. SG ЖК у С; 的 通用 覆盖 群 或 覆盖 群 .其 中 离散 群 
D: 5С B| С, 同 态 映 射 的 核 , 即 G, = SG/D.. 


图 6.2 连通 李 群 与 李 代 数 关系 
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[п] ЕЙ 


1. 证 明 巨 :代数 可 以 表示 为 空间 平移 群 了 3 的 三 个 无 穷 小 疹子 
集合 р = (bi, ba b.) 与 50(3) 代数 J = (Ј,,Ј,,Ј,) 的 半 直 和 . 
[ж.р 5 J 33 E, АЖЖ, [р.р = 0,[J,.J,] = єй, R 
bp p А® PD Д REAR, p Jj] = 6р0 57), Lpd] = 0, k E, 
非 半 单纯 代数 ,可 表 为 E, = р Ф003). | 

2. 证 明 E, 代数 不 可 解 . 

[提示 :EE 的 导出 代数 ,A = [Е,,Е,] = E. | 

3. 设 六 为 李 代 数 4 的 理想 , 试 证 NO = [N,N] 也 是 A 的 理 
[提示 :[4,No]= ГА, [N,N]] C М, [N,AJ] + [N + ГА, 
N]]C [N,N] + [N,N] = N°. | 

4. Іі gL Gn, OREA А„_, 5 Pk 3 $E k: 39 д, йр — 6 # Ж 
Р(п,С) 的 直 和 gLln,C) = A,- Ф Р(п,С). 
| 提示 :YXE gLn,C), А TrX = <, Nl 


Х = Xx — SE, + ЖЕ, (6. 39) 


其 中 Tr| х 一 =E, = 0,#& X — =E, EA, АХ = X + АЕ 
= X, + XE, P Х,,Х, € A, AA € ОС). N X, — X, = Q, 
一 ADE. Ir(X, — X,) = ТЕХ — TrX, = 0==- Тг(А, — А) Е = 
(À, — А)п = 0. ЖА = А. k (6. 39) 式 的 唯一 性 . ] 

5. 设 和 N 与 N, 为 4A 的 可 解 理想 , 则 NN 十 N, 亦 为 可 解 理想 . 
| 提示 : 设 NI) = @, N82 = (2). Bi 

(N, + N> P= [N, + N,, N + N, C [N,,N, ] + М, 

= NP + М, 
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AN, + №)" CN 十 N, 则 用 归纳 法 可 证 
[ N, 十 N,]™”+ CC ГМ°? + N, , N° + N, ] 

C [N NI” №, 
— Ме+ + М№,. 

因此 ， (N, + N,)%) C. Ni? + N, C N, 

=> (N, + N,) 1+") s Мег = ó. 
故 Ni + N, 亦 可 解 ,而 4 应 有 一 个 极 大 可 解 理想 , 称 为 根基 . | 
6. 设 户 为 李 代 数 4 的 根基 , 则 商 代 数 A/h 必 为 半 单 . 


| 提示 : 设 甩 为 A/ 有 的 一 个 可 解 理想 . AA 为 同 态 映射 4 一 A/h 


РЛ Ж, РА Я, А, 可 解 . 由 题 设 知 А, = Һ,А, = (2), 
Ж A/h 半 单 .| 
7. 试 证 (6. 31) 5 (6.32) Á. 
8. 设 和 为 代数 4 给 定 元 素 , 定 义 映 射 
ad(X) = [X,Z], V Z € A, | (6.40) 
A] ad( X) 给 出 A 的 一 个 表示 (以 后 称 伴随 表示 (正则 表示 )). 
| 提示 :VY Y € A, 有 
[ad(X), ad(Z)]Y= ad(X)ad(Z)Y — ad(Z)ad(X)Y 
ad(X)[Z,Y]— ad(Z)[X ,Y] 
[X,[Z,Y)] [Z,[X,Y JJ 
= [[X,Z],Y | 
= ad([X,Z JY. 
实质 上 这 是 一 同 态 映射 ,读者 试 证 明 , 此 外 容易 证 明 ad(CNX + 
À,X,) = Ааах, + Ааах,,аа([х,,Х,} = [ad(X,),ad(X,)]J, 
Х\,Х, 为 A 的 固定 元 素 . | 
9 ЖУХ,ҮЄ A, 定 义 
(X,Y) = Тгаа(Х)аа(үҮ), (6.41) 
证 明 :(1) (X,Y) = (Ү,Х). 
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(2) (АХ, + А„Х,,Ү) = А(Х,,Ү) + А,(Х,,Ү). 
(3) аа(К,(Х,Ү)) = (аа(К,Х),Ү) + (X,ad (KY)) = 0. 
| 提示 :;(6.41) 定义 4 上 卡 当 (Canton) 内 积 性 质 (1)、(2) 是 显然 
的 . 
(3) Ж = Tr(ad([K ,XJad(Y)) + Tr(ad(X)ad([K ,YJ)) 
= Tr{ad(K)ad(X)ad(Y)} — Tr(ad(X)aqd(K)>ad(Y)) 
+ Ті (240 Хәаа(К)аа(ү)} — Tríad(X)ad(Y)ad (K) 
= 0. 
此 式 表明 卡 当 内 积 在 伴随 映射 变换 (6.40) 下 具有 不 变性 , 即 此 内 
PAHE”. | 


3 6.4 EPE E RE Ну E AE 


我 们 钱 究 的 重点 转 而 讨论 半 单 李 代 数 的 群 结构 和 表达 的 最 简 


1. 半 单 李 代 数 与 单纯 李 代 数 的 关系 


这 个 重要 定理 是 1894—1899 年 基 林 (W. Killing) 与 卡 当 (E. 
Canton) 证 明 的 (可 参见 万 哲 先 编写 的 《 李 代 数 》, 科 学 出 版 社 ， 
1964 F. 该 书 第 四 章 有 详细 证 明 ): 李 代 数 4 是 半 单 李 代 数 的 充分 
而 且 必 要 的 条 件 是 ,A 可 表示 有 限 个 单纯 李 代 数 A.G = 1,2,…， 
n) WAM: 

А = А, @ A, Ф @A,, (6. 42) 
m H ЖҖ A 均 为 4 的 理想 . 

但 这 个 定理 不 便 应 用 ,必须 寻求 更 方便 的 判 据 以 鉴别 李 群 的 

半 单 纯 性 ,并 进而 简化 其 表达 形式 (选择 适当 基 矢 ). 


2. 基 林 度量 张 量 


在 群 参 数 空间 中 定义 基 林 度量 张 量 
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ga = CoCaLo ÀA pT = 1," ,7; 右 式 哑 指 标 求 和 ). (6.43) 
显然 ‚ә, 具有 对 称 性 . 
ga = С.С, == С.С = gx. (6.44) 
这 里 用 群 或 李 代 数 的 结构 常数 定义 的 度 规 张 量 , 又 称 基 林 形 式 
(Killing form). 在 上 节 问 题 9 用 抽象 形式 定义 卡 当 内 积 . 
这 里 gw 实际 上 是 协 变 的 ,为 定义 逆 变 度量 张 量 g”, 先 定义 三 
阶 张 全 反对 称 张 量 Cor. 其 定义 为 


С, = „С. (6. 45) 
由 于 g, КЕ, С» 反对 称 (C = — С), 
Cap 一 一 g. On — — С. (6. 46) 


代入 Bo 定义 ,有 

Com ССС, = ССС 
= — ССС (ФА Jacobi 恒等式 ) 
= С: САС + СС] 
= ССА + СОС (ри а) 
== ССС + ССС, 

C, = ССС, ССС, (因子 次 序 交换 ) 
= — ССС, — ССС, (CL,=— Ch С =— С: 


= — С„„. (6.47) 

即 是 说 ,Co 确 为 三 阶 全 反对 称 张 量 . 

对 于 半 单 李 代 数 ,detlga) £ 0, 则 令 

ga * g = g’ * gu = 0, (6. 48) 

这 里 g” 为 二 阶 逆 变 度 规 张 量 ,也 有 
g” =g” (а,А= 1,2,.,7). (6. 49) 
原则 上 就 可 以 根据 gw 或 g” 将 逆 变 或 协 变 矢量 互相 变换 ,可 以 构 

造 各 种 混合 张 量 ,或 标量 (不 变量 ). 
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3. EHAR (Casmir) A F 


(1) 二 阶 卡 塞 米 尔 算 子 的 定义 是 
C, = ”Х„Х,. (6.50) 
这 样 定 义 的 C: 跟 所 有 半 单 李 代数 的 元 素 对 易 , 由 舒 尔 引 理 ,C: = 
AF ,相当 于 量子 论 中 的 守恒 算 子 .Y X, € 4, 计 算 
[Cs,X.)= р” Х„Х„, XT] 
= #“{Х„[Х„, X.] + [X,, Х.Х.) 
= g” ChK Xa + gC, X,X, 


(第 二 项 ) 
ОВ 00) gC X,X, + є°С\Х,Х, 


= g“CL[X,X, + X ,X,] 

= g“g*>C, [X,X, + Х,Х,). 
其 中 因子 Cu С, с, r) 是 全 对 称 的 ,因子 g” бдр ХХ, + 
X,X,] 对 脚 标 (v,o) 是 对 称 的 , 故 V X, € 4, 有 


[C,,X.J) = 0. (6. 51) 
@ 1 aD, 
C, =— +@ + ХЕ Xi) ос 12, (6. 52) 
实际 上 是 角 动 量 平方 算 子 . 
例 2 5002,1). 
С, =— 六 (和 — X: — X). (6.53) 
例 3 so(4) 人 代数 .因为 s0(4) = зо(3) 中 so(3), 有 两 个 卡 氏 算 
子 ， 
CP = J+ К, CPL = KLL. (6. 54) 
(2) 推广 的 卡 塞 米尔 算 子 C,, 其 定义 是 
А В; В, 
C, 一 Cap Cap," Ca ХХХ, ? (6. 55) 


其 中 Xa = рох, 可 以 证 明 C, 与 Y X € A, 
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[C,,X ] = 0. (6.56) 
(Н Æ, HAERA BJ C, 都 是 独立 的 . 
例 4 зо(3){%,Ж. 
С,== X,X,X, — X,X,X, + Х„Х,Х, — X,X,X, 
+ X,X,X, — Х,Х,Х, 
= X,[X,,X,] + X,[X,,X,] + Х,|Х,,Х, | 
= X? + X? + X: 二 一 2С,. 
根据 拉 卡 (Racah) 的 结果 ,一 般 秩 为 /的 李 代 数 有 /个 独立 的 
卡 氏 算 子 (有 些 代数 符号 的 含义 ,在 第 七 章 读 者 可 以 找到 )， 
Ar: CysCa3s ‚С.у, 
Bi: С,,С,, С, 
С, С,,С, C2, 
Di: С,,С,; Сао С» 
G,: С,,С,, 
Fi: С,, Ce, С, С, 
E 
E 


Œ — # Hi 


s: Cas Css Ces Cy, Cos С, 
1: Cas Cç, Ces Cios Cizs Cus Сив, 
Es: C,, Ce, Cizs Cis Св» Cros Cus Су. 
以 后 我 们 可 以 知 候 ,广义 卡 氏 算 子 的 本 征 值 集合 可 以 作为 李 群 的 
不 可 约 表 示 编 号 . 


4. 半 单 李 代 数 的 卡 当 判 据 


一 个 李 代 数 是 半 单 纯 的 ,其 充 要 条 件 是 
деца j) 5 0. (6.57) 
其 必要 条 件 的 证 明 , 请 见 万 哲 先 编 4 李 代数 》 第 四 章 . 现 证 充分 条 
件 , A 为 非 半 单纯 的 , 即 含 有 阿 贝 尔 理想 , 则 必 有 ае, | = 0. 
用 加 撤 的 指标 表示 它 . 事实 上 ， 
ga == C; Cu ОХХ.) = ChX,), 
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由 理想 定义 ,X. € А,Х, € OCHB), VX, € Ө, 
上 式 二 СС G X, € 0,0 Ct, = 0) 
一 一 CoCY。〈 反 对 称 性 ,Cvo = — Се) 
== — Со, Сео 《理由 同 前 两 行 ) 
=0 ([X,,X.]= СХ, = 0 — Ch, = 0). 
因此 行列 式 detLgxj 的 第 列 为 0, 故 有 


дет ga] = 0. (6.58) 
例 5 so(3) 代数 . 半 单 纯 . 
gu = Cili = 1 X (— 1) + (— 1) X 1 = — 2, 
E2 = ga = 2, р = 0 (G J. J = 1,2,3), 
故 有 
— 2 О 0 
g == 0 2 0 |==-det[ ga] =— 8 < 0(fñ E ). 
0 0 2 


例 6 so(2,1) 代数 , 半 单 纯 . 


LXX] = X,, [X X, ]=— X, [X ,,X,J = X,, 
Bp Сү, == a = 1,С» 二 一 1, ЖФ 0. 由 此 
gn 一 一 上 上， gz = gs =l, gi; = О (z = )). 
det[ ga] =— 8 < 0. 
例 7 Е. К.С. = 1,Ci =— 1, 其 余 结构 常数 为 О. 易 得 

gu 一 一 2, 其 余 为 О. 

—2 0 0 
о 0 0 
0 0 0 

Ж E, 为 非 半 单 . 事实 上 FE, = T, @sA,. 


5. 紧 致 李 代 数 的 判 据 


对 于 实数 域 的 李 代 数 ,车 其 基 林 形式 是 负 定 的 , 则 必 为 紧 至 
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== —>det| gn | = (), 


的 ,对 应 的 李 代 数 是 半 单 纯 的 . 紧 致 李 代 数 对 应 的 李 群 也 是 紧 致 
的 . 所 有 复数 域 上 的 李 代 数 都 是 非 暴 致 的 ,其 基 林 形式 是 不 定 的 
非 紧 致 李 代数 对 应 非 紧 致 李 群 . 


[а] 题 


1， 试 证 so(3) 与 so(2,1) 是 单纯 李 代 数 ， 
2. 试 证 E, 是 非 紧 非 半 单 李 代 数 . 

| 提示 : 先 计算 CL ,再 计算 gm,6 X n Ж. det[gwm] = 0. | 
3. ЖЕ, 是 非 紧 非 半 单 李 代数 , 它 可 表示 为 


Е, = Т, sso (n) (6.59) 
[ж ж.Т = (Тут) зоб) = {2}, &Ф J, = — i[ = 2 


一 х, Z G> ],1,у = 1, n),3: n(n — 1)/2 个 , 且 有 


эа J = 19,7 ьа 十 Osad — дл. Ја 一 бы с» 
[Т;,Т;)=0, [T,,J,] = 0, 
[T Ja] = &Т,, 
++ А Жо туж Ë h. S g. 5р nla + 1)/2 ФЕ ,det[ ел] = 
О. KEPPRA, T, 为 其 理想 , 故 有 (6. 59) <. | 
4. 计算 so n) 的 基 林 形 , 设 已 知 nln 一 1)/2 个 无 穷 小 算 子 为 
(Xu == — 1{ бды — бшд | (6. 60) 
(a,b) = 1,2,""" n a >b; c,d = 1,2,,n). 
| 提示 : [Xs, Xea] = i RX + 6. X. — 8„Хы — 8д„Х.„). 


ga = > )СЕС = Tr[ad(X Jad (X.,) 1. 
p T 


但 [Xs Xo] = C,X, = аа(Х,).„Х,, 
其 中 (ad(X,)),, = C. 
+ Tr[ad(X,)ad(X,)]= Tr ChCh] 
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= [ChC% 15,0, == СЫС. 
这 里 证 明了 基 林 形 两 种 定义 的 等 价 性 . 
注意 Tri X aX ¿J = 2(б„бы 一 быбь), 


结构 常数 
са — — > Тг СГ» [Tau ° Ты]) 
=> ga == УС (C, =— даа (п — 2). 


pv. aB 


Ж ЕР so(2),g = 0,ѕо(п) #9 деї[ g ] =— 2n(n— 2), p A Z , é 3) 
为 半 单 代数 和 紧 代数 .| 

*5. Ж su (n) 的 基 林 形 , 设 其 无 穷 小 算 子 : 
对 称 (ХФ). = 5 [0.6 + быб] (ab), 


不 对 称  (Трыш=—4[дш—дш0,] 


Д Е Ж [л (п — 1)/2] х2 = n(n — 1) А. 

д. • [2ala — 1) 17, (б< а), 

СХ?) =+4—6б.[(а— 1)/2а])° (b = a,2 < a < n), 

0 (b >a). 
№ Жп — 1] Л. #0 n(n — 1) +n — 1 = п? — 1 Z=. J š #: Ф e, > 
重新 编号 ， 

X = Хр, X, = ХО, X, = XP, 

X, = XP, X, = ХР, X, = XP, 

X, = ХО, X = ХӘ, o, X: = ХӘ. (6.61) 

在 新 编号 下 有 


Гт(Х„Х„) = r (a,b = 1, ,nC 1), 


计算 较 复 杂 ，, 请 参阅 马 中 琪 的 《 群 论 及 其 在 物理 中 应 用 》 第 七 章 , 北 
京 理 工大 学 出 版 社 ,1988. 结果 有 
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ga 一 一 бап (с,А = ] 2, ,n° 一 1). 


det[ ga] = > bao e n =— n° < 0. | 
@== | 


6. + аа(Х,)ь = CLERA) We ik f £ XU 6) X. 23 J. Ж 
子 是 李 群 G 或 相应 李 代 数 4 的 一 个 表示 ， 
| 提示 : 令 аасХ,:) а = Ch, Ж 


[ad (X;) sad (CX,)Js= У [аасХ,).„аасХ,).в 
— ad (X Ә„а4СХ Уш] 
= 2, СС, Сув — С.С 
= >; [CaCa + СС] 
= УСС, 
= > Ciad (Xo)a. 


38 Z s E X A[X, X] = CX. (6. 62) 式 确实 是 CG 或 A 的 一 个 
表示 , 即 伴随 表示 . | 

7. 计算 soln) 与 su(N) жии K K A N +. 
| 提示; 现 采 取 较 直接 方法 , 令 


C, = S X.X.. 


a=] 


易 证 
[C,,X,]= D>) {XX Xi] + [X.,X;1X.) 


> (X.C; X; + С.Х X.) 


а, у 
= > CilX.X; + Х,Х.). 


当 呈 指标 a—— J 时 ,C2; == — С, е[Х.Х, + Х,Х,) *+ £, ALC, 
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X,] = 0,V X, € A. 

АС. = Е. Ж £ X. 对 于 单纯 李 代 数 引 入 rr X r Ht EBE X 2 
== [r(X, X) (e,B = 1,2,+е,к) 在 正则 表示 ( 现 为 不 可 约 表 示 ) 
Р, 

[ad (Xi),T J]. = > )[ аа(СХә„Тт(Х„.+ Хр) — Tr(XX Jad (NX,),) 


= >,{СТг(Х,Х») 一 Tr(X.X,)C%) 
= > (一 Ci Tr(X,X I) — CyTr(X,X,) > 
=— Tr([X,,X,]X, + X.[X,,X,J)J) = 0. 
Ж X. 为 常数 矩阵 , 在 不 可 约 表示 1 中 ,可 设 
Tr(X ХЮ) = ó X. G), 
对 上 式 求 和 ,并 令 a = B, 有 


Tr| > X: |= н) оп, # ; 65 # 3). 
а= | 
== +X (z) == M; X (z ) (X Ci) = Trei) = 常数 )， 


AEE XG ATAR LG). 
对 于 so(n) 代数 ,在 正则 表示 中 ,zz; = n. 


СХ.) = ilde — б„д„] (аз 8), 
T,G)= ТСХ) = Tr(X,,)2 ( 任 取 一 个 ) 
= (Xie (Хү) pz 
— [ 01.6,, 10, ЈГ, т дб», | 
=— [Od 一 66006 = 2, 
Х.С) = rT', G) /m, = пбн — 1) X 2/n = n — 1. 


对 于 su (N). АЁ ДБ, 
T,G)= Tr(X2) G = 1,--- 22 — 1) 


=} (计算 中 可 任 取 一 个 ). 
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H= rT',G)/m, = n? — 1) = z/n 


(n? — 1)/2п. | 
"8. ÆA n By X Fr 2 ЖЗ Z s Ж. 
[提示 :VY X., j m [C.,X.J = 0, k p C, = СС e 
Co X" ... X<. 
[Xa Xa X. X. 


= >, Xe X, X. [X.,X.JX., X, 
5 一 1 


2 утен» eX “Х.Х А 
但 是 


B+ В, А 
ХС “Сыа 
a P 


aP а 


| 


- Bari 
УС, Слава" ( 放 进 三 阶 全 反对 称 张 量 ) 
z `P 


| 


В, x 
27C N Cug 


a° d 
a+1 “a Pati _ 
= >, С, Сав o C ga, Сы Је 4л, 


dea, P+ B, 
==> >) [Cya KO И C Ch, Ја “А. 
d.“ 
由 此 得 
. k ñ, ñ, 
[C,,X,J= У) ХС, C. Bai 


a=] 


В+] Pata Ва+2 
в 4 — d + 
С, В, Cu Cu. C. JC 


a ДИИР 


A г 月 а 8 
Ch gg Kok = о. ] 
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9. 根据 问题 4 与 5 给 出 的 su n) 与 soln) 的 无 穷 小 算 子 表达 


式 ,验证 : 
(1) ѕо(п) 代数 ; 
Хь, Х,а | 一 一 [5.Х aad + ба X ie т Ò uc Хы иш Ood X ш 
(2) su (n) 代数 
| X: ， XDP — > [a X + бы ХР + O X K) + Qa XP J, 
(XP, KP] 一 一 --[8„Х@ + „ХР — DKP — a Xt 
[ХФ,ХФ] =— FAXR дах + 0, XD — a, XD 1, 


[X Хр] = 一 il (а — 1)/2a EXD , 
(XP, XE] == i| 2с(с — ])] 1/2 XD 


уз YDI; б | 
[ Xš ‚хФ] = |z; 1) ХР ° 


[Xp XP] = а | хе 
a 2 (b _ 1) аё + 


(a < c < Б), 
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第 七 章 ” 半 单 李 代数 


本 章 将 详细 人 研究 半 单 李 代 数 的 分 类 .结构 与 基本 性 质 . 首先 选 
择 卡 当 - 魏 尔 基 作为 李 代 数 的 标准 化 基底 ,讨论 半 单 李 代 数 的 根系 
问题 . 然后 将 所 得 到 的 分 类 、 结 构 信 息 ,用 邓 金 (Dynkin) 图 显示 出 
来 . 


97.1 半 单 李 代 数 的 标准 形式 


1. 卡 当 - 魏 尔 基 及 半 单 李 代 数 的 标准 形式 


这 两 个 问题 是 密切 相关 的 .我 们 通过 卡 当 - 魏 尔 基 , 将 李 代 数 
化 为 标准 形式 . 

首先 研究 李 代 数 4 在 其 伴随 表示 中 的 本 征 值 问题 . 设 给 定 元 
Ж BCA, IX.) (ю=1,2,.. 。 sr) 为 A 的 一 组 基 矢 , 则 在 伴随 表示 
ad(B) 中 的 本 征 方程 是 

ad(B)X = [B,X] = ox, (7.1) 
其 中 2 为 本 征 矢 X 的 本 征 值 与 通常 量子 论 及 工程 应 用 的 本 征 值 
方程 不 同 的 是 ,区 是 一 个 方 阵 . <В = УХХ = SlaxX,, 代 
人 (7.1) 式 中 , 即 得 | ü 
D> [a,X,,b.X ] = рУ)а.Х, 


=> > a,b CX, = p > aX, 
aar " 


У) |D ab Cn — ра, |X, = 0. (7. 2) 
r=] Hy 
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在 个 关于 X.(r=1,2,:: ,rr) 的 联 立方 程 组 (7.2) 中 , 非 零 解 条 件 
是 


> [bC 一 põ Ja, = 0. (7. 3) 
(7. 3) 式 的 非 零 解 条 件 是 (所 谓 久 期 方程 ) 
det[b,C™.-p6.,| = 0. (7.4) 


这 是 一 个 + 次 代数 方程 ,在 复数 域 中 有 7 个 解 , 即 李 代数 4 的 
r 个 根 . 当然 有 可 能 有 简 并 . 注意 现在 讨论 的 是 复 李 代数 A. 

卡 当 证 明 , 适 当选 择 B, 可 以 使 李 代 数 A 具有 最 大 数目 的 不 
同根 ,并 且 对 半 单 李 代 数 来 说 重 根 只 出 现在 零 根 上 上 Cp 二 0). 满足 方 
程 (7.4) 并 且 在 这 样 选择 的 B 的 伴随 表示 中 ,由 7 个 根 。 对 应 7 个 
人 不同 本 征 矢 义 ,(p 二 1,…,r) 构 成 李 代 数 A 的 新 基底 ,如 果 零 根 有 
简 并 , 则 应 讨论 零 根 简 并 条 件 , 这 是 以 后 讨论 的 基础 . 

如 果 根 о=0 3 / 重 简 并 , 则 称 李 代数 A 的 秩 为 /. 设 与 о= 0 
相应 /个 线性 无 关 的 本 征 矢 值 为 本 ;Gi 二 1,2,…,/), 即 

ad(B) = [B,H,J= 0 G=1,..,1). (7.5) 
(五 ;} 张 成 线性 空间 L, 中 的 上/ 维 子 空间 ,构成 4 中 一 个 子 代 数 
Се. АНЖЕ, H Tt | K 3 f[B.,[H.,H,)]=[[B,H.,), H,]+ 
[H;,[B,H,]])=0. 
由 于 LB ,5J=0, 知 有 BEC22, 故 可 以 表 为 


{ 
Б = > AH.. 
i=] 


因此 [B,B]=- AACH H ]=0. 由 于 入 的 任意 性 ,得 
[НН] = 0. (7.6) 
由 此 可 见 ,2 是 A 的 极 大 阿 贝 尔 子 代数 , 常 称 为 4 的 卡 当 子 代 
数 , 相 应 线性 空间 称 为 卡 当 空间 . 
再 看 非 零 根 对 应 的 本 征 矢 . 其 个 数 共 计 ~ 一 ! 个 , 记 为 Е, (а= 
1, ,7 一 1). H (7. DR 
ad (B)E. = [В,Е, | = аЕ,, (7.7) 
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其 中 E. 是 本 征 值 азё&0 的 本 征 矢 (a=1,…,r 一 /). E) Rri 
维 子 空间 ,为 Bx 的 补 空间 ， 
E D 20 = L, 
由 于 
ad (B)[H.,,E,.|= [B ,[H,,E, || 
=[B,H,E,])— (В,Е,Н, | 
= [B,H;]E. + Н.[В,Е, | 
— Е.1В,Н,|—– [B,E.]H; 
= «Н.Е, — «Е.Н, = a| Н,,Е, |, (7.8) 
JRËB[ H, E,]G= 1, 8 РАЕН а HEKER. a 非 简 并 , 故 
[H;, E] =E, G = 1,.,/) (7. 9) 
其 中 а, 为 比例 系数 . 注意 到 B= 之 ,XB,, 有 
[B,E,] = [XAB E] = DAE, = aE,, 
得 
а= У Аа, (7.10) 
Жа пру 9125 КВ а = (qa,…,a,… ,a) 的 第 i 分 量 ， 
a 称 为 根 矢量 ,所 处 的 空间 称 为 根 空间 ,入 则 可 视 为 根 空间 的 基 . 根 
空间 是 卡 当 子 空间 .22 的 对 偶 空间 R* 即 有 线性 映射 AKC2z) = R. 
非 零 根 全 体 称 为 李 代 数 4 的 根系 , 记 如 >》, = (а). 
例 1 suln) 代 数 .有 nn 一 1 个 相互 对 易 的 生成 元 {XY), 故 秩 
为 n 一 1, 其 中 有 (n 一 1 个 卡 塞 米尔 算 子 .有 n(n 一 1) 个 对 应 于 非 零 
JR BJ J X ХО (а>%,а,Ь<=—=1,5+,п). 相应 李 群 SU (п) ж 
(n 一 1) 个 不 可 约 表示 ,可 用 杨 图 [入 ,… ,1j 标 志 , 其 中 


* 详 见 , 邦 德 列 雅 金 .连续 群 ( 第 十 一 章 定 义 51). 科学 出 版 社 ,1978. 
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例 2 ”son) 代 数 . 等 价 表 示 为 soln) ЯШ so(2n 4-1), RFE п 
个 相互 对 易 生 成 元 Xj,i 二 1,3,…,(2n 一 1),j 二 i 十 1, 故 秩 为 n. 其 
卡 氏 算 子 为 n. 对 应 李 群 亦 有 ) 个 不 可 约 表 示 , 对 应 杨 图 为 LA Az, 
А, ЖЧ т A п/20М= 20 或 NN 一 2n 一 1). 

现在 李 代 数 АЯ í АЖАН, Н, Е, Е 
Е,—к}, Ж 28 E ШЖ, ЕЖ ЖИ — ЕЕ. 新 基 的 对 易 关 系 是 
(7.6). (7. 9) 式 ,相应 的 结构 常数 Cu ea (1,56, а= 1, r 
—/L,B=1, 7) ,CH=00,7k=1,* ,/). 

关于 根系 的 下 列 性 质 是 重要 的 , 即 

(1) Æ a 为 根 , 则 一 a 必 为 根 ， 

(2) ER a 5 6 不 相等 , 则 非 零 矢量 a 十 6 亦 为 根 ,stg 为 相 
应 本 征 矢 . 

由 雅 可 比 条 件 ， 

[В,[Е„,Е»]|]-+ [E.,[E,,B]] + LEs,LB,E.]]= 0, 
利用 对 易 关 系 (7. 9) ,将 上 式 改 写 为 
ad (B) E., E, ]= [LB,E.], Es] „И [[В,Е»|,Е,] 
= а|Е„,Е»]— 8[Е»,Е, ] 
= (а + PLE, Eg]. (7.11) 

由 于 а+ 2520, Н (7. 11) 式 知 ,a 十 8B 亦 为 根 , 且 本 征 条 为 [E,， 
Es], п] 5 


| Е„,Е» | = N.a E, в (Cig —= N „Од. +в). (7. 12) 
当 В= —а B$ , А] (7. 11) 式 变 为 
| Е„,Е_„| == (С _ H, (2 — 1,...,12), (7.13) 


ЖЕЙ, E, Е. 16.20, — о JRA AR. 
2. 卡 当 - 魏 尔 基 


我 们 引进 附加 条 件 , 以 消除 新 基底 (HH;,a} 的 不 确定 性 . 试 考 
察 度 规 张 量 ga 先 看 
(1) 卡 当 子 空间 20 
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g: == Усс. = 218 Q, G Ó o 
= У аа, (а == 1, ro l,i} = 1,6,1) (7.14) 
(1) 20 与 其 补 空间 E Z aj Ж РЕ 
g = > CC, = У |об„С:, 
р.а p. 
= = 2 C, = 0. (7.15) 


其 中 Co 必 为 0, 原 因 是 H,+ E, 不 是 根 
(H ) 在 补 空间 2 中 
ga = ХСС = 之 /CoCA + CC 
此 时 第 一 项 求 和 ,i 二 1,…,4. 第 二 项 сав. 
gop= 2 Ci abp Ch + D Cierp pr: Ch 
л гу 


tr 


I 
2 Ch- Ca" + D OiR" 


2\26. -_.Сш°д-„в + >C: „С og), 
上 式 即 改写 为 

gp ge da= ( D CaCa" -+ 5a СС" [0.8 7.16) 
(7.14). (7. 15) 和 (7. 16) 式 可 知 , 结 构 常数 的 大 小 依赖 于 非 夫 


根 , 或 本 征 和 天 E. 的 长 度 . 为 简便 计 ,选择 E 的 归 一 化 ,使 g. -.—=1 
〈 朴 空间 ). 则 上 度 规 张 量 应 取 如 下 形式 


和 和 


g = : 0010 0 (7.17) 
., {. 


显然 ,detp = 二 detg: 关 0( 半 单 代 数 ). 
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在 卡 当 子 空 间 27 定义 根 天 量 内 积 ， 


t 
(а, 8) 一 > jaig"B,, (7.18) 
其 中 к”== (g 7!),. ЖЖ Н) ЗУ 52} ШЕ X 28 
a = > ga. (7.19) 


例 3 {Ж Ci, a. 
_ = > ó, Ci _, = > (e lg), Ci. `, 
7 j 
= > (gg DC; _, = > gC... 
jk Ё 
= > gxC_w( 三 阶 反 对 称 张 量 脚 标 循环 ) 
k ` 


= 2 вв Ch, (CC ay Е М ) 


== 282... Ó Ct, == 2z"C;, 


= Эн“ 一 о, (7. 20) 
AA Z БА БЕ Ж, О + -AR E BJ Pp E JE, sÑ Es 
[H:,H;] = 0650} G,jk= 1,9,1), 
[H:i Ea] = «ЕЭС = од. (ба = 1,5,7 D, 
[E.,E_..] = У\аЕ«ӘС .= а, 
0 (e= B€ ë>), 


N.E, palo + В < E) H & 十 В = Ü, 
(7.21) 


[E.E] = | 


其 中 常数 Ne 有 竺 确定. 
їз Йй 


1. 试用 度 规 矩阵 {goe} 证 明 半 单纯 李 代 数 有 非 零 根 对 称 定理 : 
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对 于 非 零 根 a 关 0, 必 存在 根 一 a 
| 提示: go 一 УСС (展开 分 为 三 部 分 ) 


e 
= УСС, + S ChCh + УСС 
ist {р „т 


= С.С, + 2 C. bp. 
tap 


i f 


+ DOOR D, a4 Che 
e r 


= ХСС + 2 CaCa + D CR Chato 
其 中 Cs 一 Ci 一 Ci aða CE Ci a, CEE Chars 
= Ôp, aC aate 对 于 后 一 因子 Charo = Opa aarp 8 а 不 是 根 
B. ARER g 的 第 a 行 元 束 全 为 0, 原因 是 64,_, 一 0. 就 是 说 , 违 
反 卡 当 判 据 . ] 
2. 证 明 : 若 代数 的 基 林 型 退化 (detg 一 0), 则 代数 必 非 半 单 . 

[ 提示: 设 detg 一 0, 令 N={X|XE4), 且 对 W XCA, H (X,Y) = 
О. Же Лю ЛЕВ. AA, YN 为 和 N 的 基 林 型 , 则 VY X,YEN, 
(Х,Ү)к = (X,Y), 

Ру XEN, f (X, X) 一 0, 故 知 代数 A * 8 ( £$. 3, Z f AA Ж 

代数 》 第 四 章 定理 2. | 

3. Же 5002) Жж T 2-3 38. 
[提示 : 即 H,=J;, VZ E =J =J +i, VZ En =J-=J,— 
1/,, 

ГН,,Е]= Е, [H,E_]=— E, 
Е, = E_,] = H. | 

1. 计算 UC2) 群 的 无 穷 小 生成 元 ,并 讨论 相应 U(2) 代 数 是 否 
半 单 李 代 数 . 
[提示 ;由 A+A 一 FE 之 生成 元 Шу, 和 Y==i 站 

£ A=(E+dA)z, AAt =E>dA+dA+=0, 
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та, a, + tä; 
аА == | | | 
ах, = lax, + (a, + a,)z; 
dx, — ( — 42 + la) 2} + la T; 十 Іа, Z, 


d 


. д . Ə g 
=> X, = i 


X, = iz, g Tin SO X, = Y = i 5, 
Y БАҖА X,= J, f 5, U (2) iE 2 #. ik N k (32) 5 U (1)G 
ЗООК АЖА Б. | 


57.2 关于 根系 的 基本 定理 及 其 图 示 法 


本 节 讨 论 李 代数 根系 的 夺 干 基本 性 质 , 结 果 发 现 李 代数 的 根 
系 具 有 极其 优美 的 性 质 , 据 此 可 以 容易 找到 经 典 李 代 数 及 常见 例 
外 李 代 数 的 全 部 根系 ,并 且 直 观 地 用 图 示 法 表现 出 来 .不 言 而 险 ， 
从 中 我 们 也 得 到 相应 李 群 的 局 域 结 构 的 信息 . 
根系 性 质 定理 一 设 a 与 8 是 半 单 李 代 数 A 的 两 个 非 零 根 ， 
则 
(1) 2(а, 8) /(а,а) ER R. 
(2) 8— |ala, В) / (а, а) Ja 也 是 根 . 
Ш 设 a 与 7 均 为 根 ,但 a 十 7 不 是 根 , 则 由 (7. 21) 式 ,有 
[E Er] = 0. (7. 22) 
但 a 十 8 可 能 为 根 , 依 此 类 推 , 可 能 有 根 列 86 十 ha,… 2-20, 8 +а, 
8,2—0,8 — 2а, ,8— fa BRIA В BJ a RI. 18 y= P+ ha , 8 Ж 
# (7. 22) 式 成 立 . 此 外 ,根据 根 列 假设 及 (7. 21) K , 48 
[Е_„,Е,|= М—„Е,_„== E'y.,, 
LE as E' y-a) = Е'›_ь, 


[Е_„,Е',_ J = E ryte (7. 23) 
H FRIERE, ЕЖЕ 8 2 21 h —+ f 步 后 终止 于 
[Ea Ertha] = Ey_ фура = ©. 
现 推导 (a,7) 与 (a,a) 的 递 推 公 式 . 定义 +1 为 
[Ea Eyota] = р-а. (7. 24) 
注意 到 (7. 23) 式 ,得 到 
W E! = [Eas E' rotna] = LEa E-a, E rjal] 
=— [E a, [E7 ja E]] 
一 [E'n ja LE E] ( 雅 可 比 恒 等 式 ) 
[Е-„,[Е,,Е',-„]]— ГЕ. >Н] 


一 нЕ, Еура — эе [Е', „,Н,] 
== Еу а 十 > = (7 — Ja) Е уа. 
考虑 到 > d(Y — ја) = (а,У) — }(а,а), 


Hj = ш t ба, У) — Ј(а,а). (7. 25) 
确定 ОХЕ о. 由 于 a 十 7 不 是 根 ， 
[E,,E,] = WE ry = 0( 注 意 (7. 24) A), 
可 令 ju 二 0, 由 (7.25) 式 ,得 到 (j= 二 0) 
рр = Y), 
以 及 ,=2Çae,Y)—(a,a), u =3(ae,Y)— 3(a,0), 


Ai = J(a,7) — 530 — 1) Ce, a). (7. 26) 


! — і 一 一 
[Ea E y Q+ f+1a J Б к+у+\Ё 7—(А+ Эа 一 0, 


#4к+у+у = 0. 


ҚА (7. 26), 
= (h + f + 1060,0) — +@ + f + DG + Л) база), 


得 到 
Ca) = + @ + f) Caa), (7.27) 
因此 (7. 26) 递 推 公式 变 为 
m= у) + f — j + 1)(в,а). (7. 28) 


代入 7Y=B 十 ha, 则 (7.27) 式 变 为 
Са, B) — >O — h)(a,a), 
ЛХ Вр 2[ (а, 8) /(а,а) ]= f —h 确 为 整数 , 且 存 在 代数 4 的 根 列 
Y, Y — а,/} 一 PA У — (А + J)a, 
或 者 用 В 表示 , 则 为 
В + ha, В + (А — ])a 8 十 а, В, В — Ca — Да. 
显然 ， 


p- R а= в— (fha 在 此 述 根 列 中 ,是 代数 4 的 一 个 


W. 
讨论 任 一 非 零 根 的 模 必 不 为 零 , 即 (a,a) 关 0. 


# (ara) 一 0, 则 由 (а, В) =F СГА) (аа), (а, В) = 0. 而 


8 为 任 一 根 ,换言之 ,a 将 与 所 有 的 根 正 交 ,这 是 不 可 能 的 . 
男 证 (а, 8) = 28, 一 (2), В, = 0, 出 于 ВЯ, 


J 
(g+) a; = 0. 
e 为 非 零 根 , 故 te) 必 不 全 为 零 , 这 要 求 
det(g-!) = (detg)-! = 0. 
显然 不 对 , 故 (a,a) 关 0. 
“933, 


根系 性 质 定理 二 ”如果 ea 为 半 单 李 代 数 4 的 根 , 则 在 a 的 整 
数 倍 ka 中 ,只 有 a,0, 一 a ЖШ. 
| 证 明 H F[E.,, Е.) =0,ГЕ_,,Е_.|]=0, J 2a 5 — 2a 5 Ж 
EIR. 
令 Y=a, M 


(2,7) 
(a,a) 


= ?= h — fÍ, 


则 有 根 列 a,0, 一 a. 

车 取 7Y=ka(k 放 1), 则 4 一 f=2k(4,6,…). 根系 中 必 和 包含 2a， 
因此 是 不 正确 的 . 

根系 性 质 定 理 三 设 a 与 6 为 两 个 根 , 则 含 B 的 a 根 列 (a,p 
天 0) 最 多 包含 四 个 根 . 因此 


(а,8) _ 
2 ауа) ™ 


证 明 & 6 二 a, 即 为 定理 二 ,本 定理 显然 成 立 . Б pa, № Ж 
有 五 个 根 , 表 记 如 下 : 
В + 20,8 + a,B,B— a,b + 2а, 
(X,Y — a,Y — 22 = В,У — За, У — Да) 
由 于 Y= 8+ 20 的 6 根 列 中 ,7 一 8 二 2 不 是 根 , 同 样 7 十 8= 
2(a 十 BP) 也 不 是 根 ( 定 理 二 ). 因此 , 含 8 的 7 的 根 列 中 ,只 有 一 项 
Y. 由 定理 一 ， 


(7,8) _ 
2 (2.8) 一 0=> (7,8) = 0=((@ + 2а), 8) = 0. (7.30) 


0, —1,+ 2, +3. (7.29) 


令 "== В — 2а, H Y'— В = — 2a, Y +B—2(B— a), #É À E 
(定理 二 ), 可 知 含 8 的 7Y' 根 列 只 有 一 项 , 故 与 7 相同 ,有 


СВ) = 0=>(( — 20), 8) = 0. (7. 31) 
(7. 30) sÉ 5j (7. 31) =É #H Jt , 48 9] 
(8,6) 一 一 0, 


= же J ТИГЕЛ ЛИ. 换言之 两 式 必 不 能 同时 成 立 , 在 7 与 XY 中 , 必 有 
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IFFR. 就 是 说 含 8 的 根 列 只 含 四 个 根 . 
以 上 证 明 适 用 于 根 列 含 六 个 或 六 个 以 上 根 的 情况 ,证 明 时 只 
须 取 前 五 个 即 可 . 
由 于 根 列 最 多 只 有 四 列 ,可 设 为 
y, 7/—а, 7— да, У — ра(р = h + f), 
其 中 g<3. 又 设 B 十 ha 为 根 ,而 (8 十 ha) 十 a 二 (B 十 h 十 1)a 不 是 
Fa , 则 


KOD = g— 2h<3— 2h, 

束 是 /的 取 值 范围 在 /一 0,1,2,3. 对 于 7 的 不 同 取 法 ， 
2ta P) 0, +1, +2, +3. 
(а ,а) 


1. 根 矢量 的 图 形 表 示 
设 半 单 李 代数 A 的 秩 为 1， 则 每 一 个 根 可 视 为 / 维 空间 的 矢量 


a = (a ,ay G). 
每 一 个 代数 中 (一 站 个 非 零 根 (r 为 该 代数 维 数 ) 对 应 于 / 维 空间 
的 唯一 的 图 形 , 根 的 矢量 图 形 , 简 称 根 图 . 我 们 可 以 根据 根 图 ,对 相 
应 的 半 单 李 代 数 ( 包 括 单 纯 李 代数 ) 进 行 分 类 . 

但 是 ,只 有 当 !<2 的 情况 下 , 根 图 才 可 以 在 二 维 平面 直观 地 
表示 出 来 . 我 们 重点 讨论 二 维 根 图 . 如 同 二 维普 通 欧 代 空 间 一 样 ， 
天 量 a 5 8 s£ fli ó B) 3 5] £: 9%Ж 
(а, В) 


созф= ————, (7.32) 
V (а,е)(8,83) 
| , G) (а, р) 
或 соѕ2ф laa) ”75 BY (7. 33) 
注意 到 
(а, B) = (g !);e,B, = (в) ха В, 一 (#,а), 
设 
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aD _, 20В,а) _ 
(a,a) (8,8) 


(n,n = 0, + 1, + 2, + 3) 
则 由 0<соѕ2#<1,29 


ў 


cos $= C a ` 8,8) Т 


现 确 定 根 的 长 度 比 , 即 相 对 长 度 . 实际 上 ， 
Casa) _ [2(8,а) 1 [[2(а,8)1] n 
(8,8) ш Ес Jl (а,а) |+ n` 
设 位 为 长 根 , 则 n' /7 之 1, 则 п'/п RU Ë H s Ж $ П ХЕ. 当 ф=0 时 ,a 
= хт 


一 8, 这 是 显然 的 . 当 g% 一 30" 时 ,cos?g 一 cos?30" 一 了 
3,п=1,(а,а)/ (8,8) =3. 34 #=90°8},а 55 B ТЕ Ж, ЕЕ ЖЯ 


定 . 总 结 以 上 结果 ,归纳 于 表 7. 1 rh. 
# 7.1 非 零 根 a 与 的 长 度 平 方 比 


| 
© 
To 
м. 


cosš é 


© | nofi | = 


约定 В.В) =1, аг 3E 8 的 模 
/二 1 的 李 代数 A 只 有 一 个 零 根 , 若 还 有 根 , 则 有 根系 8,0, 
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— В. 此 时 #=0. 根 图 为 
本 征 矢 E H, E. 对 应 的 


<> 
— В 0 B 量子 力学 记 法 为 7 J J; 


相应 李 代 数 为 sx(2) ,与 yo(3) 局 域 2a -38 
同 构 . 这 里 的 4 以 及 下 面 出 现 的 个 
B.C 和 DD 为 卡 当 符号 . а-38 a-28 ` a-p А 
/一 2 的 李 代 数 . 根 图 为 二 维和 平 \ ⁄/ 
面 图 形 ， N f 
-£8 7 
G) G, КЖ, ЖЕ ў = —. Ж / N 
N 
Пе = VB, 到 一 1, 则 另 一 根 л | Жуу 00 
/ 
[а || = м3 ,a B) ХАЛ H (3/2, ` 
38 -2a 
V 3 /2). 反 向 等 量 延 长 即 得 一 a. 
然后 根据 矢量 合成 法 则 易 得 a — В, 图 7.1 G: 的 根 图 


а—28,а— 38; R E ХЕК 19 8 —а, 8 — 2а, 8 — За. Н а— 5 а— 
28 可 合成 2a 一 3B, 以 及 反 向 矢量 36—20. 共有 12 + 3E Z # X Е 
和 2 个 零 根 . 图形 颇 似 大 卫 王 之 星 ( 见 图 7. 1). 相应 的 李 代 数 通 常 
记 为 G. 


(11) $= 了 B, 与 C, 的 根 图 如 图 7.2、 图 7. 3. 


图 7.2 B, 的 根 图 图 7.3 C, 的 根 图 
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此 时 有 8 个 非 零 根 , 两 个 零 根 ,相应 的 根 图 为 В, 与 C;, 分 别 


(їн) = A; 如 图 7. 4. ЖЕ 1 а | = 181.65 64 EFR 


和 天 量 ,2 TERRE. FA А, 代数 ,对 应 su(3) 代 数 ,其 相应 根 图 为 
正六 边 形 . 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


~a f -a В 
图 7.4 А, 的 根 图 图 7.5 D; 的 根 图 


(iv) é= D. 如 图 7. 5. Е 161/1 1 Же. 为 确定 起 


% Па 1 = 161. PREX. 共有 4 个 非 零 根 矢 量 ,2 个 零 根 矢 
量 , 卡 当 记号 为 D;, 对 应 李 代 数 so(4). 实际 上 相当 于 两 正 交 矢量 
组 (一 a,0,Q) 与 (一 8,0,B) 的 集合 , 即 D,= А,ФА,, 8, 
so(4) = so (3) @ so (3). 
2 T Г>2 的 李 代 数 的 根 图 ,不 能 在 平面 上 表示 .但 我 们 很 容 
多 把 /= 二 2 的 根 图 向 高 维 情 况 推 广 . 
G) В. 考虑 BRR 7.2), 引 人 正 交 单位 矢量 a= (1,0), #1 
е= (0,1), В, 的 8 个 非 零 根 和 拓 量 可 表 如 
(+ 1,0),(0, 十 1),(1, 土 1),( 一 1, £1). 
加 上 2 3606 (0,0), 8115 В, 根 矢 量 图 形 . 
PE В. 引入 两 两 正 交 的 三 个 单位 矢量 ， 
e = (1,0,0), е, = (0,1,0), ез = (0,0,1), 
则 B, 的 非 零 根 矢 可 表 如 
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+ e; (i = 1,2,3), e, + e G ,J = 1,2,3,: < J). 
(6 个 ) (124) 

共计 18 个 ,连同 3 个 零 根 ,总 计 21 根 . 相应 代数 为 so(7). 

对 于 一 般 吾 ,可 取 /! 个 相互 正 交 的 单位 矢量 ell, e), 4 
应 非 零 根 可 以 表 如 

+e G=1, 2), etei, = 1, <j). 
UT) (2101—1045) 

АЕ R X BL 2 个 ,加 上 和 零 根 矢量 ,总计 244G 十 1) 根 ,对 应 210-1) 
维 李 代数 , 即 зо (21+ 1). 

Gi) C. 相应 的 非 零 根 矢 量 可 以 表 为 

+ 2eG = 1,--,D; +e +eG,j= 1,2,3,1< /), 
+ 2P 个 .加 上 /个 零 根 ,与 Bi 一 样 ,总计 210-1) ff X B. 对 应 
李 代 数 Sp (27).、 

(и) D, О2о). 相应 的 非 零 根 矢量 可 以 表 为 

+e +e G,J= 1, < J), 

共 274G 一 1) 个 ,加 上 7 个 零 根 ,总 计 Z(C2 一 1) 个 根 矢 量 . 对 应 李 代 数 
0621). 

Gv) A. 相应 根 空 间 为 ! 维 .但 为 了 得 到 全 部 根系 ,在 /十 1 维 
欧 氏 空间 , 取 /十 1 个 相互 正 交 的 
单位 矢量 eG, ,十 1), 则 А, 
的 非 零 根 和 天 可 表 为 eei, j=l, 
ee Hli A LUDA. H ee 
加 上 /个 零 根 天 量 , 1 /0/-+2) 
个 ,对 应 SU (十 1) 维 代数 . 注意 ， 
全 部 根系 实际 上 处 于 /十 1 维 空间 
的 / 维 超 平面 上 . 

Ф] А, 代数 . 

图 7.6 中 用 三 维 正 交 基 表示 A, 代数 的 非 零 根 ,注意 其 中 6 个 
非 零 根 矢 量 均 在 平面 上 . 


ез €2 „ 


7.6 正 交 基 下 A, 
的 根 图 


° 239 ° 


(v) 例外 村 代数 G. Fi Es E, 和 Es. 

ЕЖ A BC # D, 四 个 系列 根系 对 应 的 李 代 数 称 为 经 典 李 
代数 ,此 外 ,业已 证 明 , 还 存在 五 个 可 能 的 根系 С. Fa, Eo, Е, 和 
Е. 其 中 GG; 已 经 研究 过 , 见 图 7.1. 

F, 是 在 B. 的 根系 中 增加 16 个 非 零 根 

+ Ct e + e, + ез +e). 
其 根系 总 共 52 个 根系 ,其 中 4 个 零 根 . B, 为 其 子 代 数 ， 

Es; 是 在 As 的 根系 中 ,增加 42 个 非 零 根 


十 V2 es; 


(+ е, s= е, Ее, + e, £ e; + е) + 


е» 


V2 
(在 括号 中 取 3 个 正 号 和 3 TRE). 

其 根系 共 72 个 非 零 根 ,6 个 零 根 ,对 应 78 维 李 代数 .显然 ， 
ѕи(6)©зи(2) ЮЖ ЕДЖ. 

ТЕ A, 的 根系 中 增加 非 零 根 

(+ e, + e; + e; + e, + e; + eë; + е, + еу) 
( 插 号 中 取 4 个 正 号 4 个 负 号 ) 

构成 Е, 根系 . 共计 126 个 非 零 根 ,8 个 零 根 ,对 应 133 维 李 代数 . 
SU(8) 是 其 子 代 数 . 

在 Ds 的 根系 中 增加 非 零 根 


(е tete = e, Ee Ee te + е) 


rr 


《 插 号 中 取 偶 数 个 正 号 ) 
构成 五 : 根系 ,共计 240 非 零 根 ,8 个 零 根 ,对 应 248 维 李 代数 . D. 
即 so(16) 是 其 李 代 数 . 


jo] ЕЙ 


1. ЖЖ An BoC 和 DDi 的 非 零 根 个 数 . 
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[ 提示 Ае —е;б(1< 7177 一 ]，… ,十 1)， 


{== 1 2 3, °, (44-1) 

J= т ] 1,2,5, 1,2, LCE, ARZ) 
根 数 O (2х1) 2X 2 ， (21) 

Л 8 Sin= +) =U). 


Bi: +e; teite; G<,.J=1,: 2), 
Бе;(т==1,+е,/), 24 个 
+e Бе, (2,1, 7 一 1 5,1) 
1 一 +] +2, ... 十 !/ 
7 一 0 +l, +1, 2,6, 1—1 
根 数 0 2х2 2х2(—1)=4(—1) 
5 = HED 226—1 
ЗЕ aR 3k =2/(1—1)-++24=2[{?. 
C, 与 D, 算法 相同 .| 
2. 计算 例外 李 代 数 的 总 根 数 . 
ЕЕЗ 由 С, 5 ie ,F, .B, ЗЕ 242—530, 


СБа еее), 2—8 
Е, м 2 ез, 2 个 


(ЖӨ Же жа жа же жер t-l (F ñ 52 3 ЛА), 
2x Cši=40. 
非 零 根 个 数 二 42 十 5X6 二 72 А. 
Е D: 6З Ж 210—1) =16х7=112. 
去 (十 ei 士 ez 土 es 士 … 士 es) ( 取 偶 数 个 正 号 ) 
2 个 正 号 С;= 28. 
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4 个 正 号 C= 70. 

6 个 正 号 (С=28. 

8 个 正 号 (0 个 正 号 ) 2XxCi=2. 

总 计 非 零 根 二 2 十 28 十 70 十 28 十 112 二 240. 

Е, 的 根 数 可 仿 此 得 到 . | 

3. É A 为 半 单 李 代 数 , 设 a.B.Y 为 其 非 零 根 , 且 a 十 8 十 ”一 
0,£&[E,Es]= М.Е. в, Ja (Е, Е.) 51, RIE N, = № = 
Nya. 


[提示 :显然 N a == — Na ||. 又 一 7 一 Q 十 BB, 可 知 a 十 B 是 根 ,B 十 7Y 和 
Yta 亦 然 . 从 
(LE. Ep] E) + (Е,,(Е,,Е,]) = 0, 
以 及 
([E,,Es],E,) = Neal(E_y,Ey) = N.a, 
(Ea LEa, Er) = N (Ea, E „) = Nv, 
亦 即 N. == — №, = Му, E Ng 二 Np. | 
4. LM P £h a 十 8 十 7 二 0, 换 为 
gq 十 B+7Y 十 6 二 0(a,B,7,6 均 为 非 零 根 ) 
试 证 М.М №№ М№.М№ 0. 
| 提 T: LE., [ Ев, Ey |) 一 Np LE,, Е въ | 一 人 mr 人 Ap+y 忆 cp+y = Np 
М.Е СЖЖ). 
此 外 
|E. Eg, E, ||] 一 一 NaNekËE s, 
[Ea L E,, E, || — N aN yE 3, 
[Е,,[ Е„,Е» ||] = N yslN aE ә, 
此 三 式 相 加 ,并 利用 雅 可 比 恒等式 得 
[Eas Ев, Er] ]+ [Es [E,,E,]]+[E,,LE,,Es]]= 0, Bp 44 31 
L sa 
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5. 试 证 半 单 李 代 数 任何 实 线性 组 合 的 内 积 为 实数 ,车 组 合 的 

矢量 不 为 零 , 则 其 自身 内 积 ( 即 模 的 平方 ) 必 大 于 0. 

[提示 : 令 V 二 D bb V = У), Ф В.В ET + WAR У, 
п В 

ba b'P a € OCR), WJ 


(V,V') = УБ (8,8') = > bb; g. Ë: B. 
ТЫЛ) бв" р 


但 g; = > aa, 


а{Є 5 


(V,V')= УУ ` bb (а) (а, 8+) 


baba i,j @ЄЎ 


= > baba (a, R) Ca, B) € AR), 
af PEE 


is} 


=>(V,V) = 2,68, У) > 0. | 


. 试 给 出 su(3) 代 数 (As) 的 请 根 及 英 相 应 本 征 矢 的 具体 表达 
式 ， BEENY A AIRA. 


[ 提示 ;1 二 a,2 个 零 根 ,6 个 非 零 根 . 


‚ 1 0 0 1 0 0 
1 
H = —— i0 —1 0|, Н, = —— l0 1 0 | ， 
Vi 3⁄2 
0 0 0 0 0 一 
0 1 O о 0 
1 ] 
Е, = —— |0 0 01, 2 "= —— 0 9 
V 3 м З 
0 0 0 0 0 
(1—a) (2+__=Й) 
ооо 0 
1 1 
E, = ——|0 0 , шр = — |1 
V3 © 3 ' 
0 
(3— y) 
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0 
E 1 
i 3 1 


WCH, E )=о0.Е,,[Н.,Е, |= о,Е,, ЖЗ Я 
а == (а, ,а,) 一 9). 
同 理 可 得 


_1_ l _|_ _1_ 
8 = (8,8) = | + =l: y= | V6 Zl 
相应 根 图 见 图 7.7, 其 中 В 


“6 | 
-4 l 
-=| -7 Z| 
1 1 
-7=| JE” Z 
显然 有 关系 7—6 А 7.7 su(3) 根 图 
1 
El,Esj= 一 一 Ez2. PF 4 Nis 二 一 Na 二 一 Ni 二 一 Nz 二 一 一 ， 
L J= 到 Р лр 
基 林 度 规 ;85 = > оа AAs 


ас 5 


g..- == 2165, С. + 64.35, 


+ - Се С? ar 


PEŁ 


= 22а = D NaN еър. 


ВЄ > 


最 后 得 到 gi 一 gu 一 1, gw 一 = 9 = 0; 
61. —1 = g,.—2= рз, -3 = 1 (а ] ‚ 8=>2 ‚/=>3) ‚+-я: 5 0. 
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= 


:1 O; 
g 一 ас ЛҮ (8 x 8) 


ы а аа - == ш = а а аа x w = тоюш + 


#4 E.= (Е.+Е.„)/2,Ё' = (E.—E-) F, nl gan= дав» TERR 
Ја — 46. | 


57.3 单纯 根 与 邓 金 (Dynkin) 图 


当 /2>2 时 ,我 们 无 法 直观 地 将 李 代 数 的 根系 全 部 表达 出 来 . 
但 是 ,基于 1 维 空间 只 有 /个 线性 独立 的 矢量 或 根 矢量 ,所 有 根系 
均 由 这 些 独 立 的 根 矢量 构成 . 因此 探 明 这 些 独立 的 根 矢量 ,根据 根 
系 的 性 质 , 就 可 以 找到 其 它 的 根 或 基础 根系 ,并 用 这 些 独立 的 根 矢 
量 的 线性 组 合 表 达 出 来 . 确定 独立 根 矢 量 的 集合 ,有 多 种 选择 方 
R ,其 中 单纯 根 是 最 常见 的 选择 .单纯 根 可 以 用 二 维 图 形 表 现 ,这 
就 是 所 谓 邓 金 图 . 邓 金 图 中 ,蕴藏 有 根 矢 量 完 备 集合 ,以 及 有 关 
根 的 长 度 及 夹 角 的 所 有 信息 . 


1. 单纯 根 


在 任意 选 定 的 正 交 基 中 , 根 矢 量 均 可 以 用 坐标 表示 . 若 根 坐 标 
中 ,第 一 个 非 零 分 量 是 正 的 , 则 称 此 根 为 正 根 . IF E G in Е". 
例 1 B, 的 8 个 非 零 根 
(1,0),(1,1),(0,1),(— 1,1), 
С— 1,0),С— 1,1),(0, — 1),(1, — 1) 
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中 ,有 4 个 正 根 
‹1,›0),61,1),60,1),61, — 1). 
则 所 有 正 根 之 和 za = (3,1). 
例 2 例外 李 代 数 FRERES 2 包含 24 个 正 根 : 
e (J = 1,2,3,4);е, + eQ <i, i,j = 1,2,3,4) 0 16 个); 


=> (е, Же Ее, Же) (8 +>. 


Ха == (11,5,3,1). 

如 果 根 不 能 分 解 为 两 个 正 根 之 和 , 则 此 根 称 为 单纯 根 ( 也 有 主 
WE ЖШ). 单纯 根 的 集合 常 记 为 П. 

一 般 说 来 , 正 根 .单纯 根 与 基 的 选择 有 关 . 但 是 由 于 根 wa 与 
(一 中 ) 均 为 根 , 故 以 前 谈 及 的 经 典 李 代数 与 例外 李 代 数 都 有 一 半 非 
FREER. 

йз В, 中 有 2 个 正 根 是 单纯 根 

(0,1), (1, 一 1). 
HE 2 个 正 根 由 于 可 以 作 分 解 : 

(1,0) = С1, — 1) + (0,1), (1,1) = (1,0) + (0,1), 
故 非 单 纯 根 . 

单纯 根系 具有 下 列 重要 性 质 . 

(1) 设 a 与 8 为 两 单纯 根 , 则 其 差 非 单纯 根 , 即 车 a pE, T 
а ВЄ H. 

证 阴 设 a 一 B 三 YE П. Ж У RER, а= B+ Y 为 正 根 ,因此 a 
为 非 单 纯 根 , 与 题 设 不 符 . 者 7 为 负 根 , 因 一 7 为 正 根 , 且 8 一 xc 十 (一 7)， 
PD 为 非 单 纯 根 , 又 与 题 设 不 符 . 故 a 一 B 不 是 单纯 根 . 

(2) 若 c,8ET, 且 ac 天 8, 记 


2(e,B)/(a,a) =— р, 


则 p 5 q 均 为 非 负 整数 . 
证 明 按 根 列 性 质 一 p 或 一 g 应 为 整数 , 石 为 正 整 数 , 则 a— p 
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或 8 一 a 是 根 , 两 者 必 有 一 个 是 正 根 (a 关 B). 设 $B 一 E37, 则 Bp 
二 $ 十 a,B VEER, SART HM. 

(3) Ж а, ВЄП, Н К(а,а)<(8,8),!Ш] B 8 £ EA 0 у 90°, 
120°,135°нў 150°, В 


1 СӨ = 120°), 
(8,8) _ |2 (0 = 135°), 
(a,a) 3 (0 — 150°), 


不 确定 (0 = 90°). 
本 性 质 与 第 六 章 根 列 类 似 性 质证 法 相同 . 
(4) 单纯 根 集合 对 于 /! 维 根 空 间 是 完备 集合 , 即 YV a€E X,V a, 
EU, 有 
а = Ута, (7. 35) 


其 中 77 是 相应 线性 组 合 系数 . 
和 证明 先 证 单纯 根 ar... ,a 线性 相关 . 可 设 


m 并 一 1 


а, = > Аа, + > AiQ = у‘) + zt"), 


Ј=т+і 


其 中 А2>06=1, n т) ,4,<0(у==т-|-1, ‚п — 1). 


т nl 
(у° pz?) = >À > À; (a; a,;). 


i=] у=т+1 
注意 到 А220, 4,<0, (а;,а) <0(ËE IK 2),Ж 
(yt) zt?) > 0. 

显然 ,由 此 可 得 

(æ, yt?) — (yt), ус) 十 (zP, yt) > 0. 

但 是 由 于 性 质 2,Y acl, E 
(а;,а,)у < 0, 

因此 应 有 


(а„,у) = 2 А(а,,а) < 0. 
这 是 一 个 予 盾 . 因此 a,tao, 线性 独立 . 
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设 act. 如 果 a 为 单纯 根 , 则 (7. 35), АЙ. жо 为 非 
单纯 根 , 则 a==B6 十 7,B8,7YE Xt. 将 全 体 正 矢量 按 大 小 排列 起 来 ,小 
的 在 前 ,大 的 在 后 . ШЕ, а> 2,027, Jt h 8 S; y АБЫ ul 
Ж 507.35), IÑ А a= ВУ, a 亦 表 如 (7. 35) K. НЖЖ m, 均 为 
非 负 整数 . 

设 a 为 负 根 矢 , 则 一 a€E Zt , 即 是 一 a 可 表 为 (7. 35) 式 ,a ЖЕП] 
表 为 (7. 35) 式 . 

换言之 ,在 半 单 李 代 数 的 根 矢 线性 空间 ,只 要 引进 一 个 次 序 以 
后 ,单纯 根 的 全 体 集合 卫 就 是 根系 三 的 基 矢 (基础 根 和 拓 ) 集 合 , 单 
纯 根 的 个 数 为 4 一般 地 说 ,(7. 35) 式 可 改写 为 


! 
a = E > то, (7. 36) 
{= 1 
ЖҤүҮаєх,аЄеП.'4ҢаЄЎ  ,є=-+{1;$4аЄ 时 ,e 一 一 1; 
V mj; 之 0. 
经 典 李 代数 的 单纯 根系 与 例外 李 代 数 的 单纯 根系 可 表示 为 : 
II (A,): (e; 一 Ei) G = 1,-- 1); 
H (B,) ; (e, — €i) (1 = 1, Z иш 1),е;; 
П(С,); (e; = екл) (z = 1, ,{ 一 1),2e;; 
II (D,): (e; —— еъ) Q == ] ,/ — ]),e,-1 + 62; 
П(С,);а = (1,0,8 == 3,35, 
或 记 为 {el 一 er, 3e, — e°) ,e%) = > ei 
k=1 


II (F, : {el — E22  €39€3. Te —e—ea—e ) 


H (E,): (е — е; е; C €3ay€3 е4 64 е5 +5 е6; 


¿2 
2 е1} 3 


-ameet ye” + 
UCE) : (e;— еб ==] y ° * ° ，0) е9 eee e ) ; 
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HCE) : (е: Eiri (Q= l у.“ , 6) ‚е5 FE; а e }. (7. 37) 


可 以 证 明 , 半 单 李 代 数 单纯 根系 只 存在 经 典 李 代数 与 例外 李 代 
数 两 种 类 型 . 


2， 邓 人 金 图 


表达 单纯 根系 全 部 信息 (个 数 、 夹 角 和 长 度 比 ) 的 图 形 称 为 邓 
金 图 . 其 作 图 规则 是 : 
о 较 长 的 单纯 根 ө 较 短 的 单纯 根 
一 一 连接 夹 角 为 120° 的 单纯 根 
连接 夹 角 为 135° 的 单纯 根 


— 连接 夹 角 为 150° 的 单纯 根 


正 交 的 单纯 根 之 间 无 连 线 
Ма G, 的 邓 金 图 
C 王 一 一 多 
表示 两 单纯 根 一 长 一 短 , 夹 角 为 150°; 
В, 的 邓 金 图 
O ә 
表示 两 单纯 根 一 长 一 短 , 但 夹 角 为 135°; 
D, 的 邓 金 图 
O O 
表示 两 正 交 的 子 根系 ; 
В, 的 邓 金 图 
0 一 一 和 如 一 一 ” 


表示 有 三 单纯 根 , 其 中 2 个 较 长 ,1 个 为 短 根 . 两 长 根 之 间 夹 角 为 
120 ,其 中 一 长 根 p 与 短 根 a 之 间 的 夹 角 为 135". 
一 般 而 论 , 如 果 邓 金 图 不 连通 , 则 表明 H H x КЕКТЕ 
成 . 每 个 邓 金 图 中 连通 的 子 系 , 确 表 一 个 单纯 李 代数 , 原 半 李 代数 
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是 这 些 单 李 代数 的 直 和 . 


[3] АЛ 
1. 给 出 所 有 经 典 李 代数 的 邓 金 图 . 
[提示 : 
A: (Z1) (sull + 12) (Q ———C—**—oOO 
а, a, а, 
В, Су O —— *** (O @ 
а, a, a] { 
С, ‚ ии 12А. С) 
oO @ @ @ 
1 2 i— 1 { 
D о0о ч, | 
а; z, Zi] 
а, 
2. 给 出 所 有 例外 李 代 数 的 邓 人 金 图 . 
EEF 
С, (一 一 全 


Es CO О OU 
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Е, О 


Ё, QO —— Өл эии | 


а а а а 
1 2 3 4 


3. 证 明 单 纯 李 代数 的 邓 金 图 不 会 断 开 . 


[提示 : 易 证 两 单纯 根 之 和 或 之 差 均 非 根 . 非 连通 部 分 单纯 根 均 正 
交 , 故 相应 生成 元 相互 对 易 , 就 是 李 代 数 分 解 为 两 理想 的 直 和 ,与 


单纯 性 相 矛 质 . ] 
4. 试 证 任何 邓 金 图 不 含 封闭 环 ， 
[提示 :用 反 证 法 . 设 有 闭环 а; ‚а, Q. В. а} = а, +1. 邻 а 一 >а, 
=] 
z 0, R 


《aya) = | Уа, Уа) 


j=1 


< > 2 (e, a) + 2 > COS 
i=] i=] 

= > [(e,,a,) (1 + 2cos(a,;,a,,,)] 
i=} 


= X lal a— 1) = o, 
== 1 | 


Ep (а,а) = || а | 0. БЕЖ. | 
5. 证 明 衣 图 | 


с====={ 
是 呈 条 角 图 (两 根 之 间 有 线段 连结 起 来 的 图 形 ) 中 唯一 会 有 三 线 
连接 的 图 形 . 
[提示 ;用 反 证 法 , 设 还 有 单纯 根 a, 与 a, 相连 结 . 对 于 三 个 线性 无 
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关 的 矢量 ,其 天 多 
(Qisa?) + (а, yQ3 2 十 《ay al) < 360° 

但 《al a, == 150°, (a, ,a,) = 120, aaa 一 全 90"， 故 不 可 能 还 有 
оз 与 о, 连接 . | 

5. 单纯 根本 系 中 任何 一 点 不 能 引出 三 条 以 上 的 线 与 之 连结 . 
[ 提示: 设 ayai(i==1,*…5l) ED, 且 a 均 与 a 相连 .a 之 间 无 连 线 ， 
Á BB 14k yk. E 3 Ca, a y=90 (1563,1, j=l, `+ I), (аза) <0. 由 
а 与 а, 的 线性 组 合 可 以 构成 У, 


У = 7 а;)а; 
7—0 |а; | 
(а з= ao) 1 < г2(0У,0;) 2(7,а,) 
2 — + J J [2 
— = > ааз О Уу?! | 
(Y,a)? - 


2 лг... тру 
+ у < r al J17} 


¿ 
ЕСЕ 2(7,а;) < 4 


(а;,а;) (7,7) 
=> 连 线 数 二 4. | 
6. 验证 对 于 半 单 李 代 数 ， 
i o : 2(а,а;) 2(а,а,) __ 
1 2 сов! (а, а) = 2 (aiyai) (а,в) =k, 
即 是 与 根 a 相连 的 线 的 数目 . 
[提示 :证 明 5 题 用 到 这 个 结果 . | 
7. 设 有 m 个 单纯 根 a ，… ,a 一 一 单线 相连 构成 的 集合 了， 
E | а || = ja, || =. = || а„ , 则 该 集合 与 其 它 简 纯 根 的 连 线 小 
+ 4. 
[提示 ;显然 ， 当 125 J WR, 2(a;  e;)= —– 0° (0.1 二 0.j+1) VE | а, | 


rt 


(1= 1 ,1 ), A~ а == Уа, р 


J=1 
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(aya) 三: |a |? = (2%, ар 
一 ЗУ Casa) = SY (аа) + У (а,,ау) 


= + mv’ + >y — v’ (Ò; j + Ô; j+1)/2 


m— 1 2 
= + mv? + > – s [(›а,_\) + (aa+i)j 
i=] 


=+ mo — (m — уу? = 2. 
用 a 代替 第 4 题 中 7y, 即 得 所 证 . 综合 4.6 题 ,下 列 图 形 不 允许 : 
«с э 
Ф _ Ü — O .*O—O энек ӨШ 


0 
@————O V о—о—о< 
O O О О 
` Z N ⁄ 
O O——O——O .… ——O | 
КС N К N 


8. 试 给 出 带 双 线 邓 人 金 图 所 有 可 能 形式 . 


[提示 ;由 4、6、7 题 结 果 , 带 双 线 邓 金 图 可 设 为 

O OO: O— Ce ee 

aqa в, а, “- ‚ & В, B, B, B, B 
图 中 | а, | = | а; | 一 = | а, | — 0, | В; | = *** = | В. | 一 
м 2 у. 


今 а = Уан = 5л, ‚Ж! 9 
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ё„}==1 
т т— 1 
= 2) G) (263: + 22 G + D w) 
i=1 =] 
т — 1 


= (m? 一 УМ) 0) = (m? — -ут(т — 1)) 0) 


= т(т + 1)’. 
同样 可 得 
| a | 2 = (а,а) = пб + Do. 
由 于 a 与 8 并 非 线性 煌 关 ( 即 共 线 ), 则 
(a XB,axB)= (a X В)? = |а|? 181° — a, py 


= —тп(т + 1)@ + Dv — 2mn(a,, , B,)° 


= mnut[mn + m + n + 1 一 2тп ] > 0, 


= (m — 1)@ — 1) — 2 < 0. 
Ж m= 二 1, 则 n 可 取 任 何 整 数 , 设 n= 二 /一 1, 则 得 B, 的 邓 金 图 . 
若 n 二 1, 则 m 可 取 人 和 任何 整 数 , 设 澡 二 /一 1, 则 得 Ci 的 邓 人 金 图 . 若 n 
一 m 一 2, 则 得 F. 的 邓 金 图 . ] 
9. 由 单纯 根 构 成 的 分 又 图 ， 


у Ap。 Pm В; В; 


С) —s 1—4 j ) $ 
а, а, Cn 一 1 a, ` 


所 有 单纯 根 模 相等 ,讨论 其 可 能 图 形 . 
[#ж,4 а= Djup = D jbo = У је. 


J=1 


由 图 可 知 , 它 们 正 交 , 且 与 y 线性 无 关 ， 
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(Y,a) (Y, D) ‚ (Y,o) 
y|: > , 
y> Ta Bl Т Тә 
但 
2 
7, у? (1 = 1 _ __1__ 
(7,а)/|7% | {а| + упт + 1) 一 s 
ñ 1 1 
у, y: 02 = 1 — 
О, ВВ = + — 25 
| 1 1 
Yo) SIY lo] = + — — 1 _ 
Ca)V |X| |o] 2 2G LD 
3 l _1 
_„)? apita t |<1 
1 
itait > 
由 Е, * Zm — — 
ТЕЖ F ЖЕ, TA потре Ll, P= 1; E> ‚т 
=],2, P Æ 
当 т=р=] 8, 4- n=1—3, 44 
1—2 1—1 
O — Q О — >р, 代数 ， 
1 2 1—3 , 
p=1l,m=2— <, 
2 
B 4 5 6 
л=2, —— E, 代数 ， 
_ 1 3 ], 5 6 7 
n=3,O —— O —— OP —— O —V OÓ ——O= E, 代数， 
_ 1 3 Ñ 5 6 7 8 
n=4,O —— O —— O ——  ——  ——  —— = E, 
代数 . 


此 外 ,4, 就 是 单纯 根 构成 的 单线 图 ，| 
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S7.4 ЕЖЕ УКА 


本 节 的 内 容 与 前 一 节 相 反 , 即 解读 邓 金 图 . 我 们 将 从 邓 金 图 出 
发 ,由 单纯 根系 找到 全 部 根系 ,从 而 给 出 李 代 数 的 结构 . 
由 单纯 根系 确定 全 部 根系 ,最 好 的 武器 是 卡 当 和 矩阵. 


1. FHER 


设 卫 二 (a,…,@) 为 李 代 数 的 单纯 根系 , 且 Y asa; E, ШИ 
= 2‹(®,а,) 
7 (a,,a,) 
为 矩阵 元 的 矩阵 , 称 为 该 李 代 数 的 卡 当 矩阵 . 

容易 看 出 , 卡 当 和 矩阵 对 角 元 A.=2G=1,: ,人 ), 非 对 角 元 则 只 
取 0, 一 ], 一 2, 一 3. 

例 1 А, 代数 (su(3)). 邓 金 图 

O —— = (a ,a,> = 120°, 


A 


(2,3 = l,e) (7.38) 


а, а, 
(а,,а,) 一 (а,,а,) = 1, (a, , G, ) == 一 > 
1 al 
А = . 
— 1 2 
2 А, 代数 (su(3)). 邓 人 金 图 
а а | 


а. 
O 0 ——Ох>‹ау,а,) = (a,,a,y = 120°, 


(aa) = 1 (= 1,2,3), (2, ,а,) 一 (a,, Q) = 一 > 
2 — 1 0 
А = |— 1 2 —1!. 
0 一 2 


例 3 С. 代数 . 邓 金 图 
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О-———@Ө——‹а,‚,а,) = 150°, 


@ @ 


1 2 
(az yaz ) = |, (asa) = 3, (а,,а,) = 一 5, 
__ 2(а,,а,) — 2(а,,в,) ___ 
Ax = (а,,а,) ш 1, Аа = (2, ,а,) ш 3, 


4-|_， a 


2. 解读 卡 当 和 矩阵 法 则 
由 单纯 根 定 义 , Z V a € Z+ ,V a, € H , Wi) RT fE JE JT 


{ 
i=} 


其 中 天 ;为 非 负 整数 . 车 DOK = m , 则 根 a 称 为 第 m 层 正 根 . B 


然 ,单纯 根 是 一 层 根 . 

所 有 正 根 可 以 从 第 一 展开 始 , 逐 步 向 高 层 求 得 . 假设 第 m FE: 
根 , 及 第 1,2,…,(m 一 1) 层 正 根 均 已 求 出 , 则 第 m+ BER 8 必 
有 形式 
| B = а + аа; Є П), (7.40) 
其 中 a 为 第 m 层 正 根 .问题 归结 到 是 哪 一 个 w, 可 由 (7. 40) 式 给 
出 BE3-. 为 此 考虑 根 列 

а — raj,” a — Qj, a, | а, ,а + да. (7.41) 
在 根 列 中 ,由 于 第 m 层 以 下 正 根 均 已 知 , 故 > 是 知道 的 ,只 需求 出 
9 就 可 以 了 . 但 由 根 列 性 质 


(7.42) 
将 (7.40) 式 代 和 (7.42) 式 ,并 且 考 虑 (7. 38) (7. 39) 式 得 
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{ 
2( > Kia; ,a;) 
алау 
因此 ,根据 (7. 43) 式 可 以 确定 q (q> 0). 
找到 全 部 正 根系 , 负 根 系 由 一 a 即 可 得 到 . 
йа G 代数 . 
由 例 3, 已 经 得 到 其 卡 当 和 矩阵. 从 单纯 根 a, 和 a, 开始 . 单纯 根 
的 差 а —а, 和 az: 一 1 不 是 根 . 设 a==al,a; W| r=0,q=1,# a, 的 mm 
根 列 为 


і 
= ү — У К,А. (7.43) 


{== 1 


q = т — 


Е а, а, + о, 
ИК q=3, а, 的 a, 根 列 为 
a, a, + aa + да,,а, + 3a,. 
第 二 层 ;2a 与 2a, HAER. S ae 一 al ,考虑 ata, H + a— а, 
不 是 根 , 故 r=0,K,=1,K,=0. 


2 
q = r — > K,A,, = — А», = 3, 
i=] 
Вр а а.а + 2a,( 8 — EE ).a + 2a, %@ = 8) 0. а + a, 是 第 二 
层 唯一 正 根 . 
第 二 层 : 今 а= а, +a. 考虑 а-а, H + q — а = 0; ЖЖ r=1, 
H K ,=K,=1. 
2 
{лю > 天 4 一 1 一 ae 十 1 一 0， 
i=] 


亦 即 а-а = 2а; +a, ЖЖ. a, + 2a, 是 第 三 层 唯 一 正 根 . 
第 四 层 : 令 а= а + 2a. 考虑 a+ az, H F a— 2a, =Q; 是 根 ‚й r 
= а. Ki=1,K,=2. 


2 
q —T — > K;A,, = 1, 
i=1 


亦 即 а-а, =a, + За 是 根 . 至 于 a 十 ,由 于 a 一 和 二 2a, 不 是 根 , 故 
^==(). 此 时 
* 258 ° 


2 
q =r SX KA = 3— 4=-— 1, 
i=] 


JRB ata = 2а, + 2a, 不 是 根 . 

第 五 层 : 令 a=a + 3a,. 考虑 ata, HF a—3a =а ЖЖ, т 
=3,K,=1,K,=3. | | 
此 时 


, | 
а=т— > K.A, = 3+ 3— 6 = 0, 
i=} 


JF Ё a, + 4а, ЖЖЖ. 5 Ë а-а, 由 F а — a == Зо, 不 是 根 r= Ù, 
К,=1,К,=3. | 


3 
q=r— SIKA:,=0—2+ 3=1, 


亦 即 а-а, = 2а, За, 5114Ж PJ 35 h E IF 38. 

ACA 6 个 正 根 , 故 知 非 零 根 12 +: 

+a, +a, -Е(а+а,), +(а +2а,), 
+ (а За), —+(2e -3a,), 

连同 2 个 零 根 , 共 14 IE. G, 代数 无 第 六 层 以 上 的 根 . 其 根 图 见 图 
7.1. 

求 出 李 代 数 的 根系 以 后 , 即 可 确定 基 矢 的 对 易 关 系 , 从 而 完全 
得 到 李 代 数 的 结构 关系 . 

例 $5 李 代 数 4:(sx(3)) ERRERA 


а, а, 
O — O 
两 单纯 根 等 长 ,上 о, || = | а, || ЗЕЯ a,,a,y= 120. Вр 
(asa) = (а,,а,) = 1, (ayaz) = (а,,а,) 一 一 1/2. 
故 其 卡 当 和 矩阵 
А = | t 一 |. 
— 1 2 


第 二 层 根 :2a， 与 2а, 均 非 根 . S ax 一 al s H К,=1,К,=0. 考虑 
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ax 十 as ,由 于 > 一 0(a 一 az 不 是 根 )， 
2 

а=т— > K.A, = 1, 
i=] 


亦 即 а-а, =а, +a, 是 第 二 层 仅 有 的 正 根 . 
Y 易 证 无 高 于 第 二 层 以 上 的 根 . 即 是 
- а "Ah; 代数 有 2 个 零 根 以 及 6 个 非 零 根 : 
+e, Бо, + (a ta). 
a +a, 根 图 可 见 图 7.8. 


Х 
其 中 афа 0), 


- (a, + a, ) 


“3 
(—1,0) 
_ al 2, (аа) ' 
图 7.8 Ад, 根 图 采用 归 一 化 
> a; = gij = бу. 


由 于 A, 代数 采用 三 维 空间 基 矢 ,将 根 图 投影 到 二 维 平 面 上 ， 
要 乘 以 因子 V 2. 一般 А, 代数 的 基 矢 应 采用 归 一 化 常数 ( 见 问 题 
4) 
N(A) = {alal + 1)) 12. 
因此 根 的 归 一 化 常数 采用 1/Y 3 . 易 见 


a = 01,03), а = 101, (3). 
2⁄3 23 


此 时 李 人 代数 对 易 关 系 可 以 写作 
[Hi,H;]=0 G,)= 1,2); 
[H ,,E,. ] = + — Er 3 
[Н.,Е,. J 一 十 ау E. => TE 


] 
(=1,2) [H Eza] = —+ 人 
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[Н, Е...) = +; —k;,., 9 


[H,,E,.,] = | ay E, => 5 
(1== 1,2) [H Ese] 一 十 Ез: 
LH, Epee, J = + E +а,) 5 
[Hz Es +=) J = 0; 
1 


Ens E = ——H 1, $ 
EE] = =н, + BH 


ГЕ, ,Е.1= lp 1н. 
2 , 2⁄3 1 ЖЫ. 
[Ea ta, E- ое) 一 = 
[ E, Е... ] = [E, ,E, +.,] = 0. 
在 得 到 以 上 对 易 关 系 后 ,我们 采用 归 一 化 条 件 ( 具 体 推导 见 问 
EN 1): ' 
N, = м r (gq + 1])(a,a)/2, (7. 44) 
其 中 r=1,q=0,( а: 的 а, 根 列 ,只 有 a, +a, s Qa 两 个 根 ) ,人 《al yal ) 


1 
=Ë М. =1/ V6. 因 此 还 有 对 易 关系 


_ 1 
LE, ‚Е. 1 一 Eat 9 


| _ 1 
LE, E- ata] — T Vr 


LE. E ce, +a,) J = LE., 9 
“6 


其 中 用 到 我 们 已 证 的 关系 式 
N.a =— Му, = №Мр_ (афву = N p-a. (7.45) 
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问 题 


1. 试 证 明 (7. 44) 5 (7. 45) A. 


ЕЕЗ 

由 根 列 基本 定理 ;对 于 8 十 ga,B 十 (q 一 1)a,…,B 一 ra 有 
2(а, В) _ __ 
(а,а) == 0, +1, + 2, + 3 = q — r. 


实际 上 , 令 с= 8 +да, Бає 2, WJ 
[Eas Е, | == N awa = E' aas 
ГЕ_„,Е'„_„| === Е',_,„э 
ГЕ_.,Е'._„] = E's ote) 
类 似 地 ,用 E. АФ ELA Я, AERAR 
[E,,E', + Д == LitaE оз 
其 中 令 3+1=9, 2 о= В-да, W] A 
HE op 一 [E.,[E_, E я] | 
Е', 
+ HERT N aap LEa Ез | 
= N „+в ° М№.+.вЕ.+в. 
Ёр Ж N. N -„„.„+в== ра. 
注意 在 证 明 根 列 性 质 时 得 到 表达 式 
m= tja +Y — j+ 1)(а,а), 


NaN ув = 90 + 1) (a,0). 


至 于 (7.45) 式 ,在 上 节 问题 2.3 中 已 证 М„в= № „+з. | 


(7.46) 


(7.47) 


2、 由 经 典 李 代数 的 邓 金 图 ( 见 37.3 问题 1), 给 出 相应 的 卡 


5 Ж Њ. 
5%. 
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А, == 


— 1 


~ 
š 
о о о те ` 
业 - 
ос о о = N о # 
| i 
< 

о © о N 一 一 
| | # 
% 
: 88 
4 
D m N о о о = 
| £ 
Ж 

“ч СУ m о о о 
| | < 
ж 
Сз ч о о о о © 
| £ 
П = 
Q có 


(SR: 


+ 


A 一 ~ 


OO O — OO O OO © N 


O ©) © OO O m 


OO C O DD m= еч 


сз OD OD 


N Фф 


O Ф 
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2 —1 0 0 0 0 0 
— 1 2 一 2 0 0 0 0 
0 —1 2 —1 0 0 0 
Е, = 0 0 —1 2 一 0 0j, 
0 0 0 —1 2 —1 0 
0 0 0 0 —1 2 0 
0 0 0 0 0 0 2 
¿ —1 0 0 0 0 
— 1 2 —1 0 0 0 
Е, = 0 —1 2 一 1 0 ор 
0 0 一 2 —1 0 
0 0 0 —1 2 0 
0 0 0 0 0 2 
2 —1 O 0 
F, = — 1 2 一 2 0 


0 —1 2 —1 
0 0 —1 2 .) 
"4. 李 代 数 A, TARA gl(n+ 1, c) 65 ff Җ š 3) Ж 65 #Е F 38 


成 的 子 代数 . ESTRA h M| (Hia, |DA = 0) WR. A, 


的 根系 三 是 
机 一 本 人 天 有 1 <i, < n + 1,n@ + A) 
JH 65 3 & Ж 5) En. PF £ En) mn = Ó$, Ó 5 
VH, H ,€ h,|H:,H;] = 0, 
Va 2, (Haa, ‚Е, | = aE,, 
V a € Z, [E.E] = H., 
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0 (a + B € 2), 
V oP € Z, LE. F = И Ев G+ B€ E). 
还 有 Hi— Н, = Eu En GAk) ,Ea = Еа, 
А, | 


Ну = Я = > (À — АНА. 
А, ii 
À,+1 
请 计算 А, 的 基 林 型 对 卡 当 子 代数 2 的 限制 . 
[ROF жж (E,) 5 (Ha) 4 的 基 , 则 内 积 
CE Н, ) =— іа 一 АН, уон 一 ш) На) 


n+l 


> (А; 一 A, ) Си; 一 дь) 


i kr k) 


> (Аш: + ÀY, — À; — Ад) 
ik 


a+ 1 n+l 


= 2n УА — 2 УА 
= 1 руту 
n+l n+l m n+1 
== 2п УА 一 УАУ + 2 > AA, 
=] i=] k=] i=} 
n 二 1 
= 2(n + 1) > А. 
i=] 
显然 ， 
"+1 
(На o Н) = 2m УА. (7.48) 
MAHR A — À Ж А. 27 中 ,即使 y Hra €X 有 
Haa, sH pon) 一 一 Д, 一 Åp. (7. 49) 
# (7.48) 5 (7. 49) 式 得 
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n+l 


(2n + 1) > Аш, = À; — А,. 
j=1 


n+ 1 
注意 到 > А = 0. 故 有 
| j= ` 
c+ = i) 
| 2m 5 
一 1 | 
Р с 一 Sm (g = k), 
c | (725 ti k), 
я+1 
其 中 < 为 常数 .但 > jp = 0, Ж с=0, Вр 
j= 1: 
=— 1 ер 
а Аа уе E Еһ), 
(А, — Ж» › Ài — W) = серу (Es— En, E,— Ez) 
_ _1_ 
-| Z=) 《27 十 2)。 2 т: 
如 以 e=7 EG =l n+ DA n 十 1 维 欧 民 空间 的 一 组 正 


n+l n+l 


-E TE LOTO 5,0 2 由 形 如 和 一 之 ,pe 之 /所 一 0) 


的 拓 量 构成 . A, 的 根系 5(A,) 可 以 记 为 
(6, 一 6 天 Ri 一 1 2 十 1) | 
5. 对 于 李 代 数 В,(1=2яа+1),ЖҖ-Е M+ Kk BL 可 以 显 式 表 为 


т = тото йот оа + k = m = шош шош акш = x ок к Р ü чї w эйи ш шор жо ъз <“ точ + зт ш “+ жою ш оь а = m & 1 9 > ü = = = 


w"... q... - = =. =ош оов ü V k шой Че j; = s Ó T; s s. s. Тош k ú р жошо s Шой ы š = ü - "= 
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其 相应 根系 Х(В,) [А Ж. 5 
+ À, + A, G < k) 和 士 À; G 一 1,42). 
È B, 的 基 林 型 对 20 的 限制 . 


[提示 : (Hary Hp) = > C A; + А) С A + ш) 


(< 


і 
+ У А+ д) = (А + АС + А) 


t=1 k 


+ (À, А) С 一 нь) + (— À, + А) С А + pa) 
l 

十 (一 和 一)( 一 太一 内 ))》 + > (ÀP + (— À; — 4)? 
i=] 


= 2X (Q, + А) Cu + ya) 


i<k 


+ (À, А) Ce а) + 2 > AA, 


i=l 


= 2 > (A + Aipa + dpi + upa + À А 
< k 


I 
一 Аи; + АА) + 2 У А; 
i=] 


{ 


= 4 > (Ад + Ад) 十 2 > Ад 


i k i= 1 


= 4(1— 1) > Аш + 2 > Аш 


= 40 — 2) > А. 
尤其 是 


і 
(Н.а, Ну а) = (44 — 2) УА. 


i=] 
MARELA А ЖА Ж A Z. 首先 令 Ha Eh A 
(Haas Hn) = À; 十 Àr» 
即 对 所 有 А, ә, A 
l 
(4n — 2) УА, = À, + Àr» 
j=l 
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1 КО 
因此 ， „= {Em у=), 


0 (751,0), 
0 0 0 
并 记 Н. == 0 Е; 0 + 
0 0 — E; 
应 有 k + A= H+ H.) 
同 理 有 
_ __1_ | 
+A + A= ЫЕ H + Н, 
_ 1 | 
+ А = у t H.). 
根 的 长 度 平方 ,得 
2 
CEA + А, + À + А) = (+ H, + H,, + H, + Hp) 
— 1 |° oo 1 
=| g (4 2) .2= 51, 
_ 1__\* | 
(кА, вА) |15) СЕН, + H) 
(A — 9: 4 — 22 
_ 1 
1—9 


如 以 6 一 77 二 5HiGi 一 1,2，…,e) 作 为 [ 维 欧 氏 空 间 EX Ж, Ёр 
(е; ,е;) == 1/4 — 2), 


ЖН 由 所 有 形 如 里 一 Уе ARERR. B 的 根系 可 记 作 


{十 е; + Ejs + е; у1 < k t Ë ~ 一 ] ,2、…，!)， 
对 于 Di(( 之 2) ,其 卡 当 子 代数 可 以 表 为 
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БЖ £ +А-+А(<<Ё,,Ё=1,-,/)Ж%Җ Ж {д 5 i 
E, 0 


0 | 于 


正 交 基 е; == Jna (i = 1 6.2), 
ду, 
(4l 一 4) 


对 于 C1, 其 卡 当 子 代数 同 DD，》 CAEAU, EAGLE, 
Lk = |, 1), RTRA 


+ À, + А = 


(e;,e; ) = 


Z Н. + H,), 


讨论 方法 同 于 第 4.5 8. ] 
б. 试 求 构 成 B,C; # С, #йҖЖ £ 65 xr 2 X А. 
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第 八 章 ” 李 群 与 李 代 数 的 表示 论 


李 群 作为 一 类 特殊 群 ,与 有 限 群 一 样 ,有 关 群 表示 的 基本 概 
念 ,例如 表示 的 定义 、 可 约 性 、 等 价 性 ,甚至 于 正则 表示 (伴随 表 
示 ).U( 西 ) 表 示 等 概念 完全 一 致 ,无 庸 袭 言 . 对 于 连续 单纯 紧 致 李 
群 来 说 ,更 是 与 有 限 群 一 样 ,婚约 西 表示 都 是 完全 可 约 的 ,离散 的 ， 
具有 有 限 维 . 
但 是 李 群 的 表示 论 更 为 复杂 .表示 还 可 能 是 无 限 维 的 ,或 者 连 
续 的 ,或 者 非 完 全 可 约 的 ,或 者 非 丁 的. 对 于 连续 单纯 紧 致 李 群 ,也 
有 无 限 维 的 和 非 丁 表示, 而且 也 可 以 是 非 完 全 可 约 的 .连续 的 .一 
般 而 论 , 对 于 可 解 李 群 , 每 一 个 有 限 的 既 约 表示 都 是 一 维 的 . 例如 
E, 群 , 可 以 分 解 为 半 直 和 ， 
E, = Т, @sR,, (8.1) 
Je rh Т, 为 可 解 李 代数 、 二 维 平移 群 ,R: 即 so(2), 平 面 转动 群 ,为 
单纯 李 代 数 .T, 有 两 个 一 维 表 示 . 对 于 连通 单纯 非 紧 致 李 群 的 既 
约 西 表示 ,只 有 平庸 一 维 表 示 ，, 其 它 都 是 无 限 维 的 . 其 有 限 维 表 示 ， 
均 为 非 本 表示 ,并非 完 全 可 约 . 总 而 言 之 , 李 群 表示 论 比较 有 限 群 
的 表示 论 要 复杂 得 多 . 我 们 讨论 的 重点 是 单纯 紧 致 李 群 的 表示 问 
题 . 一 般 不 涉及 无 限 维 表 示 问 题 ， 
李 群 与 李 代 数 有 确定 对 应 关系 . 李 群 的 生成 元 的 和 矩阵 表示 ,就 
是 李 代 数 表示 ,经 指数 映射 后 , 即 生 成 相应 单 连 通 李 群 的 表示 . 但 
指数 化 的 李 群 生成 元 的 明显 表达 式 , 一 般 难 于 得 到 .我 们 往往 从 李 
代数 的 表示 出 发 ,直接 探求 李 群 表示 的 标记 、 维 度 及 直 积 分 解 ,使 
用 的 方法 主要 是 “ 权 ”(weight) 与 “ 权 空 间 . 
当然 李 群 与 李 代 数 的 对 应 关系 ,只 有 单 连通 的 通用 履 盖 李 群 
与 李 代 数 才 存在 一 一 对 应 的 关系 .对 于 多 连通 李 群 ,相应 李 代 数 的 
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表示 具有 多 值 性 . 为 了 消除 这 样 的 模糊 性 ,实际 上 往往 需要 对 李 群 
的 拓扑 性 质 作 整体 研究 ,用 表明 相应 拓扑 结构 的 分 立 脚 标 ( 例 如 所 
谓 同 伦 群 分 类 脚 标 ) 对 表示 细致 标示 . 

综 上 所 述 , 李 群 的 表示 论 的 核心 问题 是 李 代 数 的 表示 论 . 本 章 
的 主要 篇 幅 也 是 讨论 李 代 数 的 表示 论 . 


$8.1 权 与 权 空 间 


权 与 权 空 间 的 概念 ,无 论 在 紧 致 的 还 是 非 紧 致 的 半 单 李 群 表 
示 论 中 均 具有 极为 重要 的 作用 . 对 于 一 个 李 群 来 说 , 它 有 无 穷 多 个 
表示 .“ 权 ”就 是 描述 和 区 分 这 些 表 示 的 重要 工具 . 


І. 李 代 数 的 表示 


设 半 单 李 代数 A 与 半 单 李 群 G 对 应 ,其 卡 当 - 魏 尔 基 为 {HH.， 
E.y, WY XE4, 总 可 表示 为 


і 
X = >a H, + > b,E,, (8. 2) 
i=] 在 


其 中 a 与 b, 为 展开 组 合 系数 . 
设 李 代 数 多 是 A 和 的 一 个 矩阵 表示 , 即 有 映射 Z 使 得 ,VY X € 
А, 


x, ZX) є D, 
| з) 


20Х) = aZ (H) + $ bZ GE.). 
W O Z(H,).Z(E.)5 H, Ee 遵循 同样 的 对 易 关 系 , 并 且 < 作 指 
СВ Bj E R (е О )=G, E E 2 #t G 的 通用 覆盖 群 . 
I 多 的 相应 表示 空间 La 的 维 数 为 N, WJ (Z (CH:),Z(E,)) EJ 


为 NXN 矩阵 构成 的 集合 . 以 后 为 简便 计 , 直 接 用 符号 E.. H, 分 
别 表示 Z(E.).Z(H.). 
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2. 权 天 量 ( 权 ) 


设 李 代数 4 的 秩 为 /, 则 在 表示 空间 中 存在 H G=, 


H, |ua) = Д, |ua) (2 = 1,2,...,1). (8.4) 
式 中 本 征 值 A; BJ Жа CA... ANUARA L 维 空间 的 和 天 量 ， 
А = CA Az ,A,), (8. 5) 


ИЖЕ ЖЕКЕ |а) ЮКЕ, КАХ”. 相应/! 维 空间 称 为 
RZE. EA n 个 线性 无 关 的 矢量 人 |xzn)) 对 应 同一 权 4, 则 称 A 为 
n 重 简 并 权 ,n 称 为 该 权 的 多 重 数 . 当 n= 1 时 , 则 A 称 为 单 权 .在 / 
维 空 间 ,由 原点 出 发 画 出 权 矢 , 称 为 权 矢 图 . 若 定义 
Н =(H,,H,,-- ,万 )， 
则 (8. 4) 式 可 以 改写 为 矢量 形式 
Н |ua) = Alus). (8.6) 
权 与 根 矢 关 系 密 切 . WR JuD HRA A ВЖЕ, N) Е. (ил) 5 
权 为 A 十 a 的 矢量 .事实 上 
Н.Е.\ил) = EH,lu) + [H,,E, |lus) 
= (Л, + a,)E,lu a) G = 1,2,5 ,1), (8. 7) 
此 式 写 成 矢量 形式 为 
НЕ, \ил) = (A + а)Е,„|и,). (8. 8) 
此 式 表 示 , 只 要 已 知 H, ЖЕЖ |ua) 38 bl E. ЖИЮ 
EER Edu , REM YE H Л, Ж Ж hi 十 ai 而 已 .由 此 E+ a 
分 别称 升 权 或 降 权 算 符 . 
由 于 (万 之 间 的 对 易 性 ,显然 五 jx) 也 是 权 为 4 的 本 征 矢 . 
试看 ， | 
Н,Н.\ал) = HH ,lus) = Н.А, |ua) = AHi lua), 
或 写成 矢量 形式 ,果然 Hlu, HRA A 的 本 征 矢 
HH|us) = AH (ил). (8. 9) 
但 权 与 根 有 本 质 区 别 , 根 与 表示 无 关 , 正 如 我 们 已 经 看 到 的 ， 
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ЮЖ АЕК СОЕ, КУКА. D fu W zk + ЖЕН) К 
数 . 而 权 则 直接 依赖 于 李 群 的 表示 ,其 数 且 取决 于 表示 空间 的 维 
数 , 并 且 不 同 的 表示 有 不 同 的 权 系统 . 表示 空间 Ls 中 ,相应 表示 
多 的 所 有 权 矢 量 的 集合 Л» 称 为 权 系统 . 事实 上 ,有 下 列 重要 权 性 
质 定理 刻画 权 系 统 与 表示 的 紧密 关系 . 

权 性 质 定理 一 半 单 李 代 数 任 一 表示 至 少 有 一 个 权 . 

证 明 ЖЕЕ H, 至 少 有 一 个 本 征 值 4, 记 属 于 本 征 值 Л, 的 本 
征 矢 |u) 所 张 成 的 表示 空间 Ls 的 子 空间 为 L. BR FV lu)E L, 
有 

HH,lu) = HH (ш> = AH, |u). 
由 此 可 见 
HL C Li, 
即 L, 是 Н, 的 不 变 子 空间 . 由 于 每 个 矩阵 在 一 个 不 变 子 空间 中 至 


”省 有 一 个 本 征 矢 , 所 以 H, 在 空间 Z 中 至 少 有 一 个 本 征 矢 |u) ,其 


本 征 值 为 4:. lu) 张 成 的 子 空间 , 记 为 LV jud ELA Н, 与 
H, 的 共同 本 征 矢 , 分 别 有 本 征 值 A1、Ai. 且 此 进行 下 去 ,最 后 得 到 
于 空间 L Ж РЖИ A, 的 本 征 矢 所 张 成 的 空间 ,其 中 Y |и,) 
€L Ж H H, +, H, 共同 的 本 征 矢 ,相应 的 权 矢 量 为 A= СЛ, 
Az, s4). 

权 性 质 定理 二 ” 设 矢 量 |4A) 的 权 为 A, 矢量 |A*) 的 权 为 A” 
(二 1,2,…). 当 |A) 可 表 为 | A ) 的 线性 组 合 , 目 VY A* 均 不 等 于 
A 时 , 则 |A) 为 零 矢量 . 

WA 设 14) 展 开 式 为 


4) = Xala”), 
š 


其 中 c 22 EOF £ $k. 标记 H | лу = A. | A. я H, | A% y = 
А? AP) HERR | [GT 一 4) ,作用 于 上 式 两 边 , 得 到 


左边 = | [E — APA = ал, — 4)14)， 
Ë k 
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ж = |]‹Н,— At) 2,14%) 


4 
= >, * | [GH — AV) |490) 
k' k 
= Уе Ч, Am]. — A) AY = o, 
4 
即 (其 中 [[ &m g£ ЗЕ CH — AF038) 
| [4 — 42214) = о. 
Ë 


H TV ЛЮКА Л, ЕЖЕН | A= 0. 

本 定理 表明 ,不 同 权 的 本 征 矢 是 线性 独立 的 . 由 于 紧 致 李 群 的 
不 可 约 酉 表示 是 有 限 维 , 即 可 取 H, 为 厄 米 矩阵 ,其 本 本 征 矢 是 线 
性 独立 的 ,可 作为 空间 表示 的 基 矢 . 由 (8. 6) 式 一 般 可 得 到 /个 不 
同 的 权 矢 量 . 如 存在 简 并 , 即 一 个 权 对 应 mr 个 本 征 矢 ,此 时 可 将 这 
m 个 线性 独立 的 本 征 矢 用 线性 代数 标准 的 正 交 化 方法 ,如 施 密 特 
方法 , 正 交 归 一 化 . 这 样 权 所 对 应 的 本 征 矢 就 可 以 构成 表示 空间 
Ls 的 一 组 归 一 化 正 交 基 和 拓 ， 

为 了 以 后 给 权 矢 量 排序 ,给 出 规范 基底 ,必须 先 在 权 空 间 选 定 
坐标 系 . 如 果 权 矢量 的 第 一 个 非 零 分 量 是 正 的 , 则 称 该 权 为 正 权 . 
若 两 权 之 差 Л A 是 正 的 ( 即 第 一 个 非 零 分 量 为 正 ), 则 称 权 
AVA FE Ло, ів AG A, H, Br £ 2 В АК У А ВАХ. 
同样 可 以 定义 负 权 与 零 权 . (| A) Ва, 8 — 4k 0 
(H) ki XK E G, 

HA 一 AAA G= 1,6,1; = 1,2,-. DD), 
适当 调节 次 序 ,使 权 满足 递 降 关系 
ДО) => ЛО) => КАА => ДӘ, (8.10) 
则 称 相 应 基 矢 集合 {1A4"m)}) 为 正则 基 . 

例 1 sx(2) 李 代数 . 设 用 Н, 标记 对 角 化 的 算 子 J ERR 

JL ЖОН, 的 本 征 矢 , 则 
Н? = mg, 
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其 中 本 征 值 称 为 权 , Ж К ЖЖЖ su(2) 的 基础 表示 . 


1 0 
m = +a = +| |. 


2 210 —1 
1 . 1 {0 ' 
E, = 4 + is) = —=| ; 
1 2 1 2 ~= |o 0 
1 | 1 O 0 
E = c, — isp = -三 | | 
2 ° /2\1 O 


其 中 61.02.63 为 泡 利 和 矩阵 . 此 时 本 征 态 (二 1/2) 


0122) — 1 — . (1/2) — 0 
1/2 = = Uu} — 1⁄2 一 
0 ] 


== и). 
即 是 
Н u, = ш, H u, 一 一 Tun. 
亦 即 对 于 su(2) 代 数 , 其 基础 表示 有 2 个 一 维权 
1 


(1) = > m(2) == 5, 
其 中 m4.(i) 表 示 属 第 i(i= 二 1,2) 个 本 征 矢 的 权 . 
例 2 sau(3) 代 数 . 求 基 础 表示 的 权 . L=. 


1 0 0 1 0 
1 1 
H, = —— \0 — 1 01, Н, = O 1 
VE зу? 
0 0 0 о 0 
о 1 O о 0 
1 1 
E, = —— |0 0 0|, E, = —— 0 0 
м З V 
о 0 0 š о 0 
0 0 0 0 0 
Е, = —= ° 0-1, Е = — |1 0 
0 0 0 3 O 0 
O 0 0 0 
Е, = — |o 0 , Е, = 1 |o 
/3 Уз 
1 0 0 


(8.11) 


(8.12) 


‚ (8. 13) 
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其 中 显然 有 Е =Е_„(а=1,2,3). © 


1 
s U) 

0 
H=(H.,,H,)9 3 = [в] BJ М fi E X B 8. +T. H + 
Hu, = — Hu, = 


ну = ы Hs 一 


0 О 
1 Ol, (8.14) 
0 1 


u 


“6 3⁄2 
= Hu, = — — u и, 
632 
或 记 作 
Ни и 一 m (l)u, (8.15) 
H rH X < Et (= C =) 同样 可 得 
Ни; = озы, Ни; 一 т(3)и;, (8. 16) 
— “2 š 一 人 小 
Ж т(2) = C = ),m (3) = (0, — 3 ). 实际 上 三 1 


权 矢 量 表 征 基 础 表示 . 以 后 我 们 知道 第 二 个 基础 表示 (前 面 表示 的 
共 示 表示 ) 的 权 就 是 一 m2(1)、 一 m(2) 和 一 m(3). 

总 而 言 之 ,对 于 sx(3) 代 数 ( 群 ) 的 任何 不 可 约 么 正 表 示 ，, 如 如 
为 Н 的 本 征 矢 ,有 


HEPI RE m= 《mi,m;) 可 以 表征 该 表示 .在 粒子 物理 中 , 常 取 
— 5 V6m, Y= /2т,, (8.18) 


其 中 7 是 同位 旋 第 三 分 量 ,Y B 1 (supercharge). 
权 性 质 定理 三 设 名 是 半 单 李 代 数 A 的 不 可 约 表示 , 则 表 
示 空 间 可 作 直 和 和 分解， 
La 一 >, Lh, (8.19) 


DY AC A 


其 中 La 是 权 为 A 的 矢量 所 张 成 的 了 于 空间 . 
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证 明 由 权 性 质 定理 一 ,表示 空间 元 s 中 至 少 有 一 个 权 ， 设 为 
A'. 记 属于 A' 的 矢量 张 成 的 子 空 间 为 Ls.Y |) Є, WIE (8. 8) 
式 , 有 | 
Ñ 15% (A + a € Az), 
E. \и' > __ 
= @ СД’ + а Є Az). 
同样 可 记 ,A= 二 和 十 a 十 8 十 … 十 7, 则 有 
LS (AE Aa), 
ERs Erlu 6 S Є | (8. 19а) 
=0 (AE ôa). 
由 此 可 见 , 由 不 同 的 权 A 对 应 的 子 空间 La 所 构成 的 直 和 空 
间 >, 7 多 是 表示 多 的 不 变 子 空间 . 此 外 ,多 是 不 可 约 表示 , 即 不 
中 


ff fE Ik, Ls 更 小 的 不 变 子 空间 , 故 (8. 19) У. 
权 性 质 的 定理 四 Б РАК А 的 一 个 表示 ,4 是 
表示 中 的 一 个 权 ,a 是 4 的 一 个 非 零 根 , 则 


2(A,a) 2(A,a) — 
(1) Саа) EEA у а 也 是 权 ,并 且 与 4 有 相同 的 


多 重 简 并 度 . 
(2) ЖЖ 4 是 单 权 , 则 存在 一 个 含 4 的 a 权 链 ， 
À + qa, À + (q — 1)а, ++, А — ra, 
其 中 了 与 > 为 非 负 整数 . 并 且 A+ (ga, A— (r+ 1)a€ Ay, 


gr (8. 20) 


本 定理 证 明 要 用 到 (8. 8) 式 ,方法 与 证 明 根 列 性 质 完 全 相同 . 

本 定理 的 结论 有 极其 鲜明 的 几何 解释 .在 /维权 空间 中 , 权 Л 
是 相对 于 /一 1 维 超 平 面 (垂直 于 根 a) 的 反射 (所 谓 魏 尔 反射 ) 
2a(A,a) 


(a,a) ` 

在 图 8. 1 中 , 超 平面 Y EH Ti a, À 相对 于 Y 平面 ,反射 到 

4. 如 果 a 遍 及 根系 所 有 根 , 则 集合 {5,ja€E€53}) 构 成 一 个 操作 群 , 称 

ЛЯ ЖБ Я. 由 魏 尔 群 联系 起 来 的 所 有 权 4, 均 有 相同 多 重度 ， 
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Sa: À — Л = À — 


(8. 21) 


称 为 等 价 权 . 因为 根系 三 可 由 单纯 根系 万 
— 生成 ,因此 魏 尔 反射 群 亦 可 由 /个 Sa (Y о, 
ED) 反 射 加 上 单位 元 素来 生成 ， 


0]  ЖЙй 


1. 验证 А, Жа 38 Ж рл, Ж Ж I. 
8.1 ARER SSe、S.Se、 SpaS。 SSpS。 
示意 [E Z ,S,S,S,=S.S,S, J 
2， 斌 证 对 于 ARA, 3 F PE 38 32 T — №. 
| 提示 :根系 > (A) = А — А, Akik = 1, I + 1,Н(А, 


А;) = д;;. 故 


1 
20-1) 
+1 i+) 


7(A,) = [= == > = |У т; € (O (R), > =, = 0). 
i=] r=] 


由 此 根 AA £ X 06536 R E N A 
2(ж,А; — А) 


тоз» =т= бу ЛАЛА Ау А А0 
_ n 
= g — — n —Áoc<əG1.28 一 一 
2m т 


= z — (x, — х) (А — А) 
= tÀ, + -* + x,À, p + xr, À, + б + лый, 
EEESZZSSSOUEY SESI 
3， 试 证 对 于 已 63% % гуи А) 1 ЛЕС FEE 
置换 ,并 同时 改变 其 中 任何 文字 符号 的 变换 构成 的 群 . 
ЕЕЗ 
>В) = (+ À L А, <А; А, = 16.1), 


=l j=], 
СА; ,4;) == Al 二 792 (2,7 = ], VOF 
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{ 


+ = > ii Yr: € Q(R),<x € p, 


+ zx, + x, 
(х, БА + А) 4—2 ++ x, 
(+ z, ЖА, ЖАЖА) 2 и 2 ' 
4l — 2 
E T; 
4) S U2 l. 
(Ех, + À) 1 — 27 
41 一 2 


+ À, + А 122 二 十 TAN ++ + + Tih 十 … 十 gy 
X — 
Ti, 十 … 一 Zi + + 一 Lih 十 … + Х.А, 


+ А; 
Л — д! — TÅ 十 “一 =, À, 十 十 Xn. 


对 于 С, 代数 ,有 相同 结果 . ] 
4. RE D, 的 魏 尔 群 可 以 视 为 是 一 切 将 ! 个 文字 作 任 意 置换 ， 
并 同时 改变 其 中 偶数 文字 的 符号 的 变换 所 构成 的 群 . 
[ 提示: 
2,(D) = {EAE Ан <, = 1,2, Z}, 
АА) = Tj 1,6,0), 
r= D LAY z, € Q(R),V z € у, 


i=] 


(=, + À, +A) __ 
(КАЖА, БА ЕА) = E x/2, 


+¿+¿ Tih + += + zÀ + + zÀ L 4 ZA, 
+ w NA Fee — zÀ, + + — zÀ + д 
5， 试 画 出 5U(3) 两 个 基础 表示 的 权 图 . 
(答案 : 见 图 8.2.) 
6. 一 维 乎 移 群 的 二 维 表示 
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图 8.2 su(3) 的 两 个 基础 表示 的 权 图 


¿Q 


1 
试 证 它 不 是 完全 可 约 的 ,也 不 是 公正 的 . 


[提示 ; 它 确 是 表示 


$ 


U (a) = P 
0 


ЖЫН = ü аі (аур) = P а = (а + b) 
1, ] 0 1 
设 完全 可 约 , 则 
V (а) = 57:0 (а)5 = а ° |. 
0 A, (a) 


detV(a) = А, (a)A,ÇG Ca) = 1; TrV(a) = А, Са) + А, (а) = 2, 
由 此 得  А(а\)=А„(а)=1. 易 逆 求 得 U(0)=E. 
实际 上 ,U+(a)U (а) ФЕ, Ж Ж Т, ЗЕ Ж. | 
7. 试 证 紧 致 李 群 任何 有 限 维 表示 ,都 是 完全 可 约 的 . 
| 提示; 紧 致 性 条 件 


0 = | аас) < оо, 
G 


> 


U (z) = 
(r) | О [7,(х) 


| V z“ € G 
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为 紧 致 李 群 G 的 一 个 表示 0 (zy) =U(xz)U(y),U, (ху) =U, (х) 
° U Су) ;U,C( zy)=U,(w=)U,(y). € 


U Сх) : О 未 
Uppl) = | ee : Орр + 
О ' U(x) 十 


| № — |N? | 


tH S = аса С) C). 注意 
| U,G)U, (z 1) о O| 


U(z=)U,G@G 1)= x 
O U,(z=)U,(= +) 
Е Е : K (zx)U, (zx!) 
О: F |” 
E K(xz)U,(=”1! 
5 = ансо) (XIU, (x Шр, К. 
G O E' O ОЕ 


其 中 NE QE 由 于 紧 致 性 条 件 , 均 有 意义 . 
由 于 detS=@(" Tt” 30,341 f S 1682. 又 


UG)S= | аиса ушШ Соба) 
— [ас Суть 0279) 
_ | аиса Сулут) U) 
一 一 {ану Vo Udy) 
шак а К ООЛ ау) 


=U (y)S=SU (y)>U (у)=5Шь0у)5^' 
>U =S U (y)S. | 
8. 试 证 紧 致 李 群 G 的 任何 有 限 维 表示 都 是 么 正 表示 . 
[提示 : 设 UCzr) 为 G 的 非 么 正 表 示 ,. 仿 芽 二 | dz(z)U (z) 
G 
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eUt (xX). 计算 
U (y)TU+t (у) = | Чие} Су) DU GU * (y) 


= | deaU 02005 (ут) 


== | dely :х)0(=х)0+ (x) 
G 


= T (V y € G). 
ЖТТ, Ж.Ү ¿€C La, WJ 


(€, Te = | aG) EU Ut Ge) 


= | баба) (UT (тх)ё,И* (z)Ë) > 0. 


Jë Ж. Ж AE BR УУ А РУЛИ, ?р ATTA= A, B АТА 


À, 
А, 
А = А20 G= 1,.,n) 
А, 
E £ 
V А 
W = V/A = V А: 


№, 5 JG, Ж 63 ,detW = (А, e A)T 50. А S= AW , 9 St—W+AT= 
W A ,但 是 

T 一 4，。 ЛАТ! = AW «Т А“ = (АИ) (АМ) = $ eSt, 
于 是 UC(y)TU™(y) 二 了 ,可 政 写 为 
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U(y)S - St 0 (y) = 55*. 
& У (х) =5+0(2)5, A) 
V(y) + V+ (у) = 5+ UG(z=)>SSt UT (х)5 = 5+ SS+ S 
= 5+ АМИТ А7!5 = S+ S = (557) + 
= E, 


就 是 说 ,V(y) 是 么 正 表 示 ， | 


582 最 高 权 、 不 可 约 表示 的 分 类 与 维 数 


半 单 李 代 数 表 示 的 可 约 性 与 等 价 性 取决 于 最 高 权 的 性 质 . 所 
谓 最 高 权 , 或 称 首 权 ,就 是 在 存 限 维 表示 中 高 于 所 有 其 它 权 矢 的 
权 , 记 为 4 .由 于 正 根 ec 对 应 于 生成 元 五 ,有 升 权 作用 ， 
Н;Е„|н^у= [H;, E 1и?) + Е„Н.|и*“) 
= (а,Е„)|и^›) + Л.Е. |а?) 
= (Л, + о) Е,|и^), 


显然 对 于 最 高 权 Л, 
Е„|ЛФу = 0. (8. 22) 
以 下 定理 刻画 最 高 权 的 最 重要 性 质 , 同 时 也 给 出 半 单 纯 李 代 
数 有 限 维 表示 可 约 性 与 等 价 性 的 判 据 . 


定理 一 单纯 李 代 数 的 不 可 约 表 示 的 最 高 权 是 单 权 ;两 不 可 
约 表示 等 价 的 充分 必要 条 件 是 其 最 高 权 相 等 . 
ШЕВ ВЖЕ | ЛОУ РЕ ВАХ A”. S 
Д) = СЕ)" СЕ)" (EAP), — (8.23) 


Й A= A 一 упа Є А» (Уа € П) Ph, | A) 是 权 为 4 的 本 征 


矢 , 属 于 权 子 空间 Lb. 4AE Д: В}, |Л) = 0.4 // 一 > L5. Ж 
ФА 


证 明 ,如 表示 % 为 不 可 约 的 , 则 L' > = La. H ie H Е BH (8. 23) 
AEH E) 作用 下 保持 不 变 . 
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在 Н; 作用 下 ,(8. 23) 式 的 不 变性 是 显然 的 . 下面 讨论 对 应 非 
FRK Е, 的 作用 . 

S а=в,‚,Є H. RRE „|Л› 5 0, ДАЖ A— ау, Е_„|Л) 
€ L'a. Gad € П, Н a а, WJ H ЖАНЕ a) € 2, IB 
此 


{ 
[E,,E_,] = б„[Е,,Е_„] = w > H, 
{== 1 


=>Е„Е_„ 一 д ao > <H, + Е _ E... (8. 24) 


计算 Е. | Л) = E,[ (E... n: Е)" A> t, HJ P, у Fa 
(8. 24) 式 ,将 算 子 E, 逐步 右 移 , 所 得 到 的 含 H, 项 ,即使 非 零 ,也 
属于 L's 空间 . 最 后 到 达 最 右边 ,由 于 AU E ВИХ, EJA?) 
一 0. 于 是 证 明了 
(Hi Ea} L'e = L' s. 
如 a| € 1, 则 按 单纯 根性 质 ,可 作 展 开 
а == > Ка, (V a; Є П). 
负 根 当然 亦 可 作 类 似 展 开 , 唯 系数 天 差 一 个 符号 . H +V axE H, 
Е.Г a= L' 2 s M 
> KE, Іа = > KLs= L' s. 
这 就 证 明了 L a= La. 亦 即 形 如 (8. 23) 式 的 矢量 14) 的 集合 张 成 
全 部 表示 空间 La 换言之 ,如 果 权 4 不 在 形 如 
A = A® 一 > nia, (8. 25) 
的 集合 中 , 则 |4 >= 0. 就 是 说 ,不 可 约 表示 的 权 均 可 表示 为 (8. 24) 
形式 ,其 中 ni 为 非 负 整数 . 
设 太 1A)=AD? AP), H| AV) =4AV AV). | A)45XF 5 
R X H|A')= ЛЛ). | A' ) 亦 可 表 为 (8. 23) 式 形式 ,或 表 为 
Л) = Ere EE A?) (8.26) ` 
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其 中 a,8,… ,7 BE Afi ,Ep,… Er 中 既 有 升 权 算 符 、 也 有 
降 权 算 符 . 但 此 时 应 无 升 权 算 符 , 否 则 不 会 对 应 最 高 权 . 故 E, W 
降 权 算 符 ,否则 E.| A= 0. 

设 E, E,EsE, F, E, AAIR IT, N 

E,E; = Е,Е, + [E,,E,], 

Es。 向 右 移 . 第 二 项 , 当 o + B€ 2, Ж РЖ; i p + B € ХЕ, % T+ 
М,.вЕ.+в5 4 a+ B= 0, ШЗ + H, 的 线性 组 合 , 此 时 作用 在 矢量 上 
得 一 常数 . 无 论 如 何 , 第 二 项 包含 的 生成 元 在 减少 . 

升 权 算 符 最 后 移 到 右边 ,作用 于 | 人 4 ， 上 得 零 .余下 的 项 中 ， 
亦 不 能 包含 降 权 算 符 ,因为 它 使 权 下 降 .唯一 的 可 能 是 剩 下 常 系数 
ФЛОУ, ЛУ Е. 

两 表示 家 与 4 Зр, Н 3 РА УОН % , El 
本 征 矢 对 应 的 权 包 括 最 高 权 都 对 应 相等 . 对 应 表示 分 别 为 


17) = E,---EsE,|A>,17' EEpE|A)'’. (8. 27) 
现 证 明 这 种 关系 一 一 对 应 . 设 在 表示 Z 中 有 线性 关系 
> GID = 0. (8. 28) 


现 考虑 在 表示 2,6 
> Ci = |W) = 0. (8. 29) 

用 任 一 非 零 根 算 符 作用 于 (8. 28) 式 两 边 , 仍 为 零 . 但 作用 (8. 29) 式 
两 边 , 如 E…EpEclW) 及 其 线性 组 合 张 成 表示 空间 Lz 的 一 个 子 
空间 . 因为 表示 @ 是 不 可 约 的 , 且 |jW)EL3, 此 子 空间 是 零 空 间 . 
故 两 组 基 可 以 一 一 对 应 选取 . 

在 任 一 表示 空间 , 取 一 组 基 矢 {|y)), 它 可 表示 为 (8. 27) 式 及 
其 线性 组 合 . 在 另 一 表示 空间 也 一 一 对 应 选取 基 矢 组 { |/)). 
设 

Е.\н) = > T(E,)|1v) (TOE, 为 表示 矩阵)， 

好 有 线性 关系 
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E,|y 一 > DE) v) = 0, 
对 应 地 选取 
Eey — > Dp E) |у = 0, 


则 可 看 出 ,两 表示 全 (CE ) 完 全 相同 . 
本 定理 表明 ,不 可 约 表 示 由 其 最 高 权 确定 . 等 价 表示 不 但 最 高 
权 相 等 ,而 且 有 完全 相同 的 权 系 统 , 如 (8.23)、 (8. 25) 式 .本 定理 提 
供 标 示 李 代数 不 可 约 表 示 的 方法 ,同时 也 指明 利用 权 系 统 对 直 积 
表示 的 约 化 方法 . 
定理 二 半 单 李 代 数 4 的 不 可 约 表 示 多 是 最 高 权 ЛЛ. 
分 必要 条 件 是 
2(AÀ°%1 a.) 
A = ала). 
其 中 А, 为 非 负 整数 . 若 在 表示 空间 Ls 中 ， 
H | AD; = Д) ІДУ, 


(V a; € П,:== 1, I), (8. 30) 


则 有 
очае 0 SA (8. 31) 
i =0 (п, <А). 
证 明 第 一 部 分 的 必要 性 . ЛУНЕ АА, Уа € H , WJ H 8 
的 性 质 ( 定 理 四 ): 
2a) a 
(asa) ' 
亦 为 权 .w 为 正 根 ,者 A0, M ДОЗЕ АА. 
充分 性 我 们 不 作证 明 . 本 定理 又 称 邓 金 定理 . 
由 于 最 高 权 为 单 权 , 故 在 含 42 的 о 权 链 
А“ 十 ga AV + (а— 129, +з, 
AS)... AP? — (r — 1)a;, ДО — ға, 
中 ,g 二 0,r 二 A, 故 (8. 31) 式 成 立 . 
实际 上 表明 ,最 高 权 可 按 单 纯 根 展开 . 由 此 我 们 得 到 标记 李 代 
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数 的 不 可 约 表示 的 方法 如 下 : 
在 邓 金 图 上 ,将 非 负 整数 Л, 标示 在 相应 的 单纯 根 上 . 若 Л, = 
0 ,将 略 而 不 写 . 因为 有 /个 单纯 根 , 故 4 的 分 量 AGS, 2, DA 
{ 个 最 高 权 为 0 的 邓 金 图 对 应 于 一 维 空间 的 圆 点 ( 零 维 ). 这 样 , 标 
WELA A 的 非 负 整数 的 邓 金 图 ,就 与 李 代 数 的 不 可 约 表示 建立 一 
一 对 应 关系 了 . 
例 1 A,:SU(C3) 的 两 个 具有 代表 性 的 表示 的 邓 金 图 见 图 8. 3 
(a) 与 (b), 求 相应 最 高 权 . 
2—8 2—6 
а | | (b) 
图 8,3 SU(3) 的 邓 金 图 


先 考虑 图 8. 3(a). 由 (8. 30) 式 ， 


2(СА,а,) 2( À a, ) 
4 = _ = 2024,4) _ 
| (aa) i Az (а, ,а,) 
设 最 高 权 为 Л. Н AY по tna. 注意 到 
2 (na 十 па, ‚@\) __ 1 
A= аа) s Pn — pm = 0, 
— 20а T naa) _ _ 1 _ 
Л» = (а, ,a,) — — К 十 2п, — 1, 


可 得 n = 1/3,n,= 2/3. 其 中 用 到 (a:a) = (аа) =], (a, ,a,)= 
(azya) 一 一 1/2. 即 是 说 


ДО? == а + 2a, 
3 . 


易 得 图 C(b) ,4 一 全 二 2 
е 


# 2 已 知 卡 当 和 矩阵 {A,;}, 即 由 (8. 30) 式 定义 的 非 负 整数 集 
#&IA)G=1,2,-. DD. KE B 38 ЛО. 


< 
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Л 一 У nia, (V a, € П), 


i=l 
则 
2(АФ® ,an) 2n,(a,, a;) - 
А = (ав - > (аа) _ = 214, (8. 32) 


J27} 


Л, Вр -F >4 38 EE Ж E 3u. (8. 32) 亦 可 改写 为 矩阵 形式 Л 
А,, BẸ 


Л, А}; А, ni 
А, А, ** А» Mx; 

= |. . ‚|. (8.33) 
A, Ал e.. Au nı 


换言之 ,方程 (8. 32) 的 解 {n1,n,,…,m} 即 为 不 可 约 表 示 的 最 高 权 
AD 一 У та. 

不 可 约 表示 的 维 数 与 最 高 权 密 切 相关 . 我 们 不 加 证 明 地 (可 参 
阅 万 哲 先 《4 李 代数 》p276) 给 出 如 下 定理 ; 

定理 二 设 旬 为 李 代 数 工 的 一 个 不 可 约 表 示 , 其 最 高 权 为 
A“”, 则 不 可 约 表示 多 的 维 数 可 表示 为 


(A + g,a) 
dim Z = 11 — Z (8. 34) 
其 中 Xt FR A Z 
g = ау; а ( 正 根 和 之 和 ). 
2 — 


例 3 А, 代数 一 Su (2)， 同 构 Ву,{==],ЯҢ 1 个 单 根 ， 5+ =a, 
g 一 了 了 . 令 不 可 约 表示 的 最 高 权 AG = ja. HH (8. 34) 式 


| 1 
(J 十 ——)(а,а) 


«Єх (ва) 


> (аза) 


= 27 + 1. 
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但 由 定理 二 ， 


(1) 
A, = 2 0 = 2; = 非 负 整数 ， 


由 此 可 知 ， 

G) 7 一 定 为 整数 或 半 整 数 , 它 可 表示 SU (2) 群 的 不 可 约 表 
7N ; 

(2) 表示 j 的 维 数 是 (27 十 1) 维 . 

例 4 D, 代数, 对 数 SO(4) 群 . Н DADA M Р, 为 半 
单 李 代数 ,有 两 个 单 根 (==2), 两 个 正 交 的 单纯 根 aa, (a) ,az) 一 
0. 显然 ， 


之 一 (aisa, — 0, — а), 2, = (01,9), 一 5. (a, + e). 
A A, 不 可 约 表 示 如 图 8.4 所 示 . 

О 0 令 不 可 约 表示 的 最 高 权 

Л === пуа; + Nala s 


则 由 (8. 33) 式 得 


即 
"| 2 = 1 网 
л» —1 2 д1 31) N A, J 
或 m = +@A + 4), n = — (Ау + 24). 
于 是 ,最 高 权 


До = — QA, + Аа 十 (A, + 2A)8,. 
但 У == CELAT аз) „g= (0 ta). 并 县 由 
(1) 
СА aa = 2n, = 非 负 整数 ， 


(а,,а,) 


A. = 2 
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_ CAY a) _ _ 
А. = 2 аа) 一 2п, = 非 负 整数 ， 


В m 与 п; 为 整数 与 半 整 数 . 
再 由 维度 公式 (8. 34) 式 ,得 表示 @ 的 维 数 
: __ (À + g a) 
dim == 11 Ga 
a€ Z 
— (AP -+ Z,a) , (AP 十 ga) 
(Cg ,al ) (а, ,а,) 

А (AV + Ea 十 xz) 

(га, + a, ) 


оо | i 


(ЗД, + 3) + = GA. + 3) 
. СА + A, + 2) 


= > + 1) Ch; +1), + Л, + 2). 
其 中 用 到 


(а, , G, ) = 《az ,а,) = 一 2(2,,а,) 一 


— m 2(a,,a,), 
, ] 1 
(g.a) = (1 — 2 ) (Gy 0) — Do ‚&|), 


(g,a,) = = Coa), за + в) = (ауа). 
[a] АЙ 


1. 证明 SUL3) 的 不 可 约 表示 (As) Ó — Ó 的 最 高 权 是 


(1) 
A, — 2‹Л ‚@,) = 26 1 1126@,о,) _ 26 _ 11 _ 
(а,,а,) 3 


3 Casa) 3 3 о, 
_ 2(4©°?,а,) __ 22 КЕ 13 __ 9 __ 
A; B (а,,а,) o 3 3 E 3 = 3. ] 
2. ЖС, 代数 的 不 可 约 表 示 为 
0 1 
试验 证 其 最 高 权 为 AV =a + 2a. 
[ 提示; (а,,0,) =1,(о,о)=3, 
01,0) __ 3 m,a) 1 
(а, ,о,) 2 (al ,al ) 2” 
2(Л°?‚а,) __ 2(al ,а,) 4(а,,о@,) __ _ __ o 
(а,а) (ауа) aa TETOS, 
2CA ,a,) 4 (a, , G, ) 2(al ,ay ) 3 __ __ 
(а,,а,) т (а,,а,) (а, ,а,) == 4 2 > 2 = 1 = A. | 
3. ЖС, 代数 的 不 可 约 表示 为 
n m 
O ——e 
а а, 
求 相 应 的 最 高 权 . 
[ 提示 ; 设 ЛӘ да tba, N 
_ „(4'?,в) _ _ 2(A',a,) _ 
ADE ала) TO À = Л шу =т, 
或 
116 2709) 
ml _ 2 „| 7a = 2n + m,b = Зп + 2m, 
АЧ = (2n + m)a, + (Зп + 2m)a,. 
4. ЖА, RA, BP su (4 )4K 3k #) < *[ 22 £ + 
?1 771 
O— -6 
2 а, “3 
的 维 数 ， 
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[提示 :As 代数 的 正 根 集合 21 
a=(1,—1,0,0), в@;,=(1,0,—1,0), в;=(1,0,0,—1), 
@==(0,1,—1,0), а= (0,1,0,—1), wa ,=(0,0,1,—1); 
单纯 根 集合 П = (a. ayas)}, 且 
а, = a, + a,,a, = @ + а, + asa; = а, 十 ai) 
g = = > а = Z (За, + 4a, + 30). 


A~ AVY = аа, + ba, + cas, , Ж 


n 2 — | Olla 
т |= | 一 1 2 一 下 |12 
P 0 一 2 Lc 
а = + (3n + 2m + p), 
=>4b = —(4m + 2n + 2р), 
_ 1 
c = 63р + n + 2т). 


此 外 ， AV Ба (а++-Эа +. @Ф-++23а, + (с++ 53а, 


с = (ау,а,) == (а,,а,)у = = (а,в), 
П (5,0) = 2 ° (g,a,)(g,a,)**: (в,а,) 
a€ 5 
cŠ 


= 6152381525150 = то, 


|! (g + Л“Р,е) = [(a + > 一 > + 2) ] 


z€ yt 


‚Го + 2) 一 地 (a 二 c+ DIE + 5) – 106+ 20] 


Са + 9) = yC +2) ++ 2) — ZG + c 十 3)] 
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' [Ga + з) + @ + 2) + G + Š) 
— G +2+b+2+a c+ 8010 + 2) 
+ (ec 十 广 ) TO 4 2 +а+ь+ 3, 


біт (я,т,р) = || A+ zg,ə)/] | Со) 


ac It ec It 
= (и + 1)@ + 1); + 1)G@ + m + 2) @ + m + p + 3). J 
5. £ B, 代数 不 可 约 表 示 ( 即 so (5) Ж) 


0 1 1 0 
O e: C _ 
a “2 

的 最 高 权 及 其 相应 的 维 数 . 


| Жз: (а,в) =2, (о,,а,)=1,‚,(а,а,) = (ауа) = 1. A AW 一 
aa 十 bas, 则 有 (对 于 表示 (0,1))， 


1-1-2 а 


AV = > + а,. 


а 


b 


emn 
р = 1 


同 理 对 于 表示 (1;,07 有 AT 一 al 十 as 
>*= ta | 一 (1,0),е', -一 (0,1),a', == (1,12,а, 一 (1, т 1)}, 
П = 《ai = (1, 一 1) ,a, == (0,1)? 
故 aq =A ,,а;==а@ Q =a аза! =a 2a,. 由 此 易 得 维 数 ，| 
7. 试 证 正则 表示 的 权 就 是 李 代 数 的 非 零 根 . 
[提示 : 李 代数 的 正则 表示 ad (X,) 二 [B。,X,](BE А), =E. (Ë 
Х.= Н, e= 0), yk Atik R F -R | B, X, | 二 pX., =a E,=> 
[H E.]= = E., иж Ах. 5 38.2 B] 65 9302 Ж. J 
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8.3 权 的 完全 集合 的 计算 


我 们 知道 , 李 代 数 给 定 表示 多 的 最 高 权 A 的 单纯 根 表示 
式 , 实 际 上 就 可 以 计算 出 该 表示 的 权 的 完全 集合 , 即 所 谓 权 系统 
As. 了 解 权 系统 对 于 李 代 数 的 直 积 表示 的 分 解 问题 以 及 讨论 基本 
表示 和 初等 表示 ,都 是 十 分 重要 的 . 


1， 权 的 层次 
将 不 可 约 表示 2 的 权 表 未 为 
A= AW 一 та: (V а; Є П), (8. 35) 
其 中 ;为 非 负 整数 . Ж 
> n, = s, (8. 36) 


则 (C8. 35) 式 表示 的 权 A FK s ERI. 显然 ,s 二 0, 对 应 于 唯一 
的 最 高 权 . 权 的 层次 ,每 增高 一 个 层次 , 则 多 减 去 一 个 单纯 根 . 由 此 
由 第 0 层 逐 渐 问 商 层 次 递 进 ,s 二 0,1,2,… ,逐渐 得 到 表示 Z 的 权 
Ка. 只 要 我 们 能 够 找到 一 个 方法 ,在 已 知 所 有 第 0,1,2,. s 层 
所 有 权 后 ,可 以 确定 第 s 十 1 层 的 所 有 权 , 这 实际 上 就 能 完成 对 表 
示 的 权 完 全 集 的 计算 . 关键 处 在 于 , 设 4 是 属于 第 * 层 的 一 个 权 ， 
对 于 给 定 的 wE 匡 ,判断 Aa 是 否 属于 权 系 统 As. 
EER AR a 权 链 
A + qaj, A, A ra,, (8. 37) 
JR H AX TE A ЕШ, 
@(Л“?,а;) 
(2;,а;) 
由 于 比 4 低层 次 的 权 ,9 应 已 知 , 于 是 由 (8. 38) Н] РДЕ r. # r 
<1, Aj 4 一 ww 不 是 权 ; 者 > 之 1, 则 A~a; 是 权 . 然后 在 集合 II 中 除 
去 所 有 其 它 单 纯 根 ,对 于 第 s 层 的 每 一 个 权 , 重 复 上 述 步 又 ,就 可 
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= r — q. (8. 38) 


以 确定 第 s 十 1 层 的 所 有 权 . 
设 第 * 层 的 权 的 集合 为 As 显然 表示 多 的 权 系 统 As 可 以 表 
示 为 
As = Аъ U As U + U Де, 
其 中 Ав 为 最 高 层次 (第 了 工 层 ) 的 权 的 集合 ,整数 了 辫 0, 称 为 表示 
© 的 高 度 , 则 总 层次 数 是 T +1. 


2. 权 系 统 高度 定理 


议 44 标记 单纯 李 代 数 4 的 不 可 约 表示 贸 , 则 表示 的 高 度 为 
TCB) = > r.A.. (8. 39) 


ac П 


这 个 定理 的 证 明 可 参见 E. B. Dynkin ,(Semisimple Subalgebras of 
Semisimple Lie Algebras }, Мат. Sub. (N. S), 30, 349 (1952), 
Translated In Am. Math. Soc. Transl. (2) ,6,(1965)， 
其 中 系数 x。 已 由 邓 金 算出 ,请 见 表 8. 1. 
以 Ws 多 ) 表 示 第 s 层 所 有 权 的 数目 ,或 简 并 度 之 和 ,显然 不 
可 约 表示 B 的 维 数 应 为 
NCEA) = W,(%Z2) + Wi(B) +... + W,(B), (8.40) 
其 中 W,(%) 891 X lË 
max {И/,(2)) = W, (8.41) 
称 为 表示 2 的 宽度 .在 (8. 40) 式 中 ,mm 重 的 权 应 出 现 > W. 


3. 权 系 统 宽度 定理 


单纯 李 代 数 的 不 可 约 表示 多 的 权 系 统 As BSE, MA 
z | 
М.С) = Wr- (5 = 0,1,2, ..,Т), 
{у са) = W,_,(%) > --- > W,(Z) > W,( Z). (8. 42) 
当 了 为 偶数 时 ,一 TV/2, 相 应 У, =; 4 T ар Н], = CT + 
1)/2, 相 应 W, = И, = 
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Ж 8.1 (8. 36) 式 中 所 有 单纯 李 代 数 的 > 值 


A, B, C, 
n П" 
bo (n-1)(n+2) (n-1)(n+1) 
(n 一 2)3 O(n-2)(n+3) (п-2)(п+2) 


О (п- &+1) Е О(л- 6+1) (п + А) (п- Е+1)(п+ 6-1) 


e—e ---.@ --. e 
= 


рт а" (2n – 2)2 
п 2п 2n—1 
D, С, 
n(n ~ 1)/2 n(n -1)/2 
10 СЕ 8 
(п-2)(п+1) 
(п-3)(п+2) F, 
Oln-k+1)(n+k-2) 22 42 30 16 
А O — CB 
(2п – 3)2 bs 


(2n – 2)1 16 30 42 30 


34 6 % 75 52 2 92 182 270 220 168 114 58 


例 1 计算 su(3)3 ZK 


О 
O 
а 

1 


SR Ок 


的 权 的 完全 集合 . 
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最 高 权 A? =a + 2a,/3, 8 РЕ 8/8 A 多 ,A 一 0, hs 二 1. H Ж 

8.1 H|] ,r,=r+r,=2, 
TCZ) = 2À, + 2À, = 2, 

因此 共有 了 十 1=3 个 层次 ,最 大 宽度 W = W, (Z). Ж 0 БШ 2 
层 只 有 一 个 权 . 

考虑 第 一 层 .因为 A 二 0, 故 A 一 a 不 是 权 . 因为 ASE, 
Д —a,= (e —a,)/3 是 权 , 并 且 有 

W,(Z) = 1. 

考虑 第 二 层 . 4 一 2o 不 是 权 , 因 此 Л — a – аз = — (2о,-+ 
а,)/3 必然 是 权 . | 

故 表 示 (0,1) 的 权 系 统 为 


ө (а, +-2а,)/3, №,0) =1, №, 

Ф 2—13, (2) =1, Ав, 

ө — (2а,+в,)/3, W,(%)=], AS. 
其 维 数 为 3, 因 为 


N (A) = 1,6) + WiC) + W ,(%) = 3. 
已 9 Aš, А, "Ка 中 的 权 , 求 Аж! 的 法 则 如 下 :寻找 对 Ag 
中 每 个 权 有 А—аЄ Л» 的 所 有 单纯 根 а, 37 e Ж 


__2(Л,а) 
А. = (aa) ' 


当 A.+q>0 时 , 则 A 一 a€ Aszs; 当 Atq 时 , 则 A— aE Лэ. 
2 K su(3)BD А, 代数 的 不 可 约 表 示 


及 4 十 go (q (8. 38) 式 ). 


2 0 

O O 

а, a, 
的 权 系 统 与 表示 (2,0) 的 维 数 . 


最 高 权 A 二 (4a 十 24,)/3,W (多 ) 二 1, A 表示 (2,0) 的 高 度 
(A,=2,A,=0,r,=+r,=2) 


Т(Ф)у = 2 rA = 4, 
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改 权 系统 А» 共有 5 E. 

第 一 层 , 4 一 2,4EAsas, 但 AV БаЄ Ла, k q = 0. А? +9 
一 2 之 0, 所 以 AY —a =a, + 2a,/3 是 权 . A; 二 0. н + AVE Aa, M 
4 十 PEAs, 故 9 一 0. 由 法 则 42 十 9 一 0, 所 以 40 一 w RER. 
此 外 W (Z) =]. 

FE. $ Мл а TC д, HT MEA, H M, 
+a = AVE Дь, q=1. 又 

(М), = 2СМ\у,а,) _ z (а 十 2az an ) 


(asa) (а, ‚@,) 


=“ AA. 工 - 
二 了 十 本 ) = 0. 


ИЮ, СМ), +а=1>0,Ж% М, —a=M,€ As, 26—240) < 
Аз. 


由 于 М,ЄАЬ,{Н Mitat — зе Ла, q= 0. 此 时 ， 
2 
3 


__ 2(а + 2а, ,а,) 
Mi), o З Ca, sa) 


(M), + q = 1> 0, 


1、 4 _ 
X — +) + ç = 1, 


故 M. —a = b 4. 令 M 一 we 一 一 一 ME ЛЬ. 显然 ， 
W,(%B)=2. 

第 四 层 . MEAs, M: +a, =M, E Aa, E M,+20,= AVE Aa, 
故 а= 2. 


_ 222020 — 2а,,а) __ _ 1 _ 
(M.).. oa = 4(1 ( > 2) = — 6, 
(M,)., 十 9 一 一 6 十 2 一 一 4， 
АХ M,—a, € As. 
ĦA M: +a, = — RE Aa h 9 == 0. М. 
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_ 2(— 2a, t 20,0%) 4 4 _ 1 — 
Moda залау =з g X (— +) = 2. 


(M.)., + g — 2 > 0, 


故 M,=M,— I = 29%) 


M E Аа, M',+ a= € As , W q = 0. У. 
__ 2 (а — Qa, Q) _ 2 2 1 


€ Дз. 


CM), = зе ту" зз 9) = 1, 
СМ"). + q == 1 > O, М', — а Є А.ж. 
但 是 
М',— а = % Ia T @) _ M, — a, 
3 3 
M', € Аз, M', + <, Є Az, 9 = }, 
但 是 ， 
2a, — а,,а,) 2 ] 
M'), = << 2 d 
(M a) 3(а,,а,) 3 — 3 l 
Вр ЖЕ, 


СМ",)., +9 = — 1 + 1 == О, M ,一 2; Є Аз. 
— (2a, +a,) — 
最 低 ( 第 五 ) 层 . M,=—— E Aa, M, +a C Ax, q= 0. 


— Z 2Qa + asa) [4 2、，1、 1 | 
Мә)», = 3(a,,a,) © É 3 X ( >) |= 1, 


СМ). +9 =— 1 < 0, М, — а, Є Ам. 
ЖУК, М + 2а, = M',+a,= M, € Лә, H 9 == 2. 又 


一 2(20 + а,,а,) 2 4 1 
М = 一 一- -一 一 一 一 一 :一 | 二 — J) e (— -二 yi 
(M.).,. CA + TLC I C 2 ]= 0, 
(M.)., + 9 = 2 > 0, 
В -E Mi—a =M = EA E Aa, 
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ДИ КЕЁ .Т=4,Ж T+1=5 E. 


4а, 十 2a 
= = (1) — 1 2 
第 0 层 ( 最 高 层 ) ө 4 = 
W,(%€)=1. 
第 一 层 © M = Aa, 
第 二 层 Ms= — 9—2) ө Ф M's = 490 
=M, —a,, 
= М, —а; W =, (28) = 2. 
(Q&T 2а,) 
ө М; = — — 
= М',— 0, 
= М, 一 ai， 
№, (25) =]. 
e M.=M,— = 529—241), 
[B] Й 
1. Ж s (3) 3 CA,)65 K = 
0 2 
O oO 
а @ 
1 2 


的 权 系 统 . 
| 提示 ; 计 及 (a a|) = (a, ,ao) 一 ] ; (G) sa) = (а, ,1) 一 一 去 ,表示 (0， 


2) 与 (2,0) 在 al =a, 变换 下 具有 对 称 性 . 注意 到 例 2, 应 有 权 系 统 
Ф 2a + 4a,)/3= A, 
@ (2а t о,)/3=Мм,, 
Ф M,=2(a—a)3, ө M's=— 
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_ (e, + 2a,) 


© М; = 3 
° м,=—©®+#2. 7] 
2. HRA su (3) £ 9 отт 
] 1 
у 
1 2 
的 权 系 统 . 
ECSS 
第 0 层 Ф (2a +4a:)/3. 
第 一 层 Ф (2a,-+-a,)/3. 
第 二 层 2(Ga—a)/3 © © (а +а,)/3. 
第 三 层 Ф ”一 (ci 十 2a:)73. 
第 四 层 Ф — (42, +20,)/3.) 
3. 计算 С, 代数 的 不 可 约 表 示 
0 1 
а, а, 
的 权 系 统 Ла 及 表示 维 数 . 


Е: ж. ба, a) = 3, (а, a,) = 3, (а, а) = (а,, a, ) = 


V (а, ,al ) Са, ,а,)соѕ150° = ^з ‹—®›=— 3. 
最 高 权 AV == а, -+ 2a, © 
(A? — a) М; =a, +a; © 
СМ, 一 an ) M,= a; © 
(M:—a) M,= 0( R) Ф 
СМ; 一 az ) М„==— о; © 
(М, — a) М; = -- а — a, © 
(M; 一 az ) M, = —a,— 2а; е 
ATEB ARAR, k МС) = т. | 
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4. 计算 su (3)6 Ж зр 


] 1 
QO 
的 权 系 统 及 表示 的 维 数 . 
[ 提示 : 权 图 为 
最 高 权 © AV =a +a. 
M, = Л — a =a, е Ф М',= А —– а, = а}. 
M, = M,— а, = 0 © © M ,= М", — а = 0. 
М.= Мз —о= —0о Ф Ф M.,=M',—a = — а. 
М. = М, — а; ө М', а, = —a — a; = M,;. 
J. F 3 88 ЛД (0,0), 2 3 & É 1 6 Удаж ди Я. N (©) 
=8. J 


5. 设 % 2-3 £N 3 K SP k т,б A”, 正 根 和 和 集 
之 半 g = 2 У) a. 假 设 权 为 M 的 简 并 度 为 mi, 且 规定 , 若 МЄ 


ač yt 


Az, A} mm 二 0, 可 以 证 明和 存 在 下 述 关 系 式 
mu{(AV + g,A9 + g) — (M+g,M + g)) 


== 2 У! У mu, M + Jaya) ， (8.43) 


Єх J=1 
试 求 上 题 中 Gs 的 (0,1) 表 示 中 各 个 权 的 тм. 
| 提示: 由 具体 表达 可 知 sMo EMm Em =m =m = Mm, RA m: 不 
知道 . 现在 AY =a +20; ‚== 3a; t 503. 最 高 权 тл) =], 


myo) _______,. 
Му (AQ +g, АДФ +g)— (Mi +e M +e) ` 


m mo)) у z 
ЛК, Д + g) — (M, + zg,M, + g) | 


6. Ж В, 代数 不 可 约 表 示 (0,1) 与 (1,0) 的 最 高 权 、 权 系统 Az 
以 及 表示 的 维 数 . 
7. Ж B, 代数 不 可 约 表 示 (n,m) 维 数 的 一 般 公 式 . 
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1, 


[з т.с, 的 维 数 亦 同 . 」 
58.1 直 积 表示 、 基 本 表示 与 初等 表示 


李 代 数 与 李 群 的 直 积 表示 的 定义 是 一 致 的 , 故 以 后 只 需 讨 论 
不 可 约 表示 的 直 积 就 可 以 了 . 直 积 表示 在 李 群 和 李 代 数 的 表示 理 
论 以 及 实际 应 用 中 都 共有 十 分 重要 的 作用 . 


1. 直 积 表示 


设 A 与 2, 是 半 单 李 代数 A 的 两 个 不 可 约 表示 , 则 可 以 证 明 
B = B, @ 9, (8. 44) 
也 是 4 的 表示 , 称 为 BA 与 4, 的 直 积 表示 . 一 般 说 来 , 直 积 表 示 
多 是 可 以 约 化 的 ,并 且 用 代数 4 的 不 可 约 表 示 (22, ) АЯТЕ 
B= У т, (8. 45) 
Ф 


其 中 m, 是 不 可 约 表 示 D, 在 和 式 中 重复 的 次 数 . 和 式 (8.45) 又 称 
зі ЗЕ Лр M- Ў ССЈеЬѕсһ-СогдӢап) Ж. 5 多 进行 直 和 分 解 , 就 是 
所 谓 “ 直 积 表示 的 约 化 ”. 

权 系 统 As 是 约 化 的 锐 器 . 设 已 知 (8. 45) 式 中 李 代 数 A 的 所 
有 不 可 约 表示 { 儿 ,} ,及 相应 的 权 系统 A 记 不 可 约 表示 Z, 与 Z, 
的 表示 空间 为 L, 与 L ,根据 权 性 质 , 作 权 子 空间 直 和 分 解 ， 


L = Jal, L= У) Lie. (8. 46) 
A € à, AE À, 
同样 对 直 积 表示 多 的 表示 空间 LG L,== L 作 直 和 分 解 
L= >, > Lu @ 14%, (8. 47) 
A) € A,A, € À, 


这 里 权 子 空间 LOLI 对 应 于 表示 BOB: =Z, MIA A+ 
A,= A. 换言之 ,表示 A, 中 的 任 一 权 A, 与 表示 Ф, 中 任 一 权 Л, 
的 算术 和 均 给 出 表示 多 的 一 个 权 A. 亦 即 

Aa = Ax + As, = À, 十 As， (8. 48) 
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或 者 VY AC Лү, ALEA MA 


A, + А, = À € âz. (8. 49) 
并 且 最 高 权 AEA, AP ECA HERA 
АФ = AP + AP (8. 50) 


给 出 表示 Z 的 最 高 权 . A 显然 也 与 Д 与 Л 一 样 , 也 是 单 权 . 
对 于 直 积 表示 52 的 权 系 统 As 的 宽度 W (Z) Ej 88 BF T (Z) 
显然 有 关系 式 
WCB) = > W,(%,)W,_,(%,), (8.51) 
WCB) > W (@,) HTB) (8.52) 
(T (@,) > T (%@,)). 
例 1 sx(3)(4;) 代 数 直 积 表示 


0 1 _ 0 1 
O ОСО —— 


的 约 化 . 
@ да, а, — а 2a a 
A = A, = |95 ,-— 2 — Q 
由 (8. 50) 式 ,有 
A = A, CO À, 
— (2 十 4а, де, + а, 2а + “a, 
3 ? 3 9 3 9 
_ а—а, дар — 2а) al 一 as 
3 o? 3 , 3 
_ Q + 2as _ a, + 2a, _ 4a, + 20, 
3 ' 3 i 3 | 


2 
其 中 最 高 权 4 一 4 十 4 一 全 二 а атоо 的 最 高 
权 ,表示 (0,2) 的 权 系统 


дау + 4a 20 十 a; _ са, 
3 .' 3 3 o? 

2a) — a al 十 Laz (40 十 | 
3 / 3 o o? 3 


Ао, 一 
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剩 下 的 3 个 权 
да, + a, al 一 az al 十 as 
з? з ' 3 J 
1 
ЕЙ 23k RO 一 一 的 权 系统 . 因此 


1 1 2 1 
0—-000——0=0———0ФО — 0O 
”应 用 上 述 方法 约 化 直 积 表示 十 分 复杂 ,需要 构造 许多 表示 的 
权 系 统 .对 于 高 维 情 况 , 往 往 需 要 若 于 辅助 定理 . 对 于 SU (n) 与 
9O(02) 等 群 已 发 展 出 特殊 简便 方法 ,有 的 表格 化 了 ,也 有 专门 计算 
机 程序 . 利用 杨 图 约 化 表示 ,在 置换 群 一 节 , 我 们 已 有 介绍 . 


2. 基本 表示 


基本 表示 是 指 不 能 用 “两 最 高 权 ЛОУ A 的 不 可 约 表示 构 
成 最 高 权 为 A 十 A 的 不 可 约 表示 ”的 方法 得 到 的 那些 不 可 约 表 
T. 其 主要 特征 是 ,其 最 高 权 不 能 分 解 为 两 个 权 之 和 , 如 果 一 个 不 
I ARRA G=1,2, 0) 的 非 负 整 数 集中 只 有 一 个 数值 为 1, 
其 余 均 为 0, 则 该 表示 就 是 基本 表示 . 

例 2 C, 代数 的 基本 表示 是 


о——о э 0 一 让 一 入 Ж oco è 
з D; 代数 的 基本 表示 是 
O O 
А КА 2—0 
х. ° 
© 
© ° 
1 了 
` ` 


定理 AUH RERBA (A; EA TO BJ A Н] #7) бел И) Ж 
RAY G51, ОНЛ у 个 基本 表示 的 最 高 权 , 则 有 如 下 
EFA: 


; 
AV == > A,A. (8. 53) 
j=] 


即 任何 不 可 约 表示 的 最 高 权 , 总 可 以 表 为 相应 的 所 有 基本 表示 的 
最 高 权 的 线性 组 合 . 
证 朋 将 4 与 4 按 李 代数 单纯 根 展开 
AV = 2 na, AP = Улар. (8.54) 
在 第 7 ЕЖЕЛ), Д0, 将 上 个 基本 表示 { 丰 ) (1,66, 
L, i=1,: DSAI & B 


| 0 0 
0 е 
А! = ° 9 Л! = 0 A = : ° 
1 : 
: 0 
0 1 


它们 显然 构成 ! 维 空间 的 正 交 归 一 基 . 因此 ,任意 表示 A), Ж 
也 表 为 ! 维 列 矢 量 , 则 有 


i 

A= AA ee H AA H o H ALA l > AA. (8.55) 
j=l 

但 是 由 (8. 30RA ,п, = АЛ, п= A A. 将 (8. 54) А. 


{ 
n = AA = A > AAN = УД, (8.56) 
j ј= 1 
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将 此 式 代 入 (8. 54) 式 ,得 
Л = 2 = 2, 2, п? ja, = > AP, 

此 式 表明 ,最 大 权 A 所 对 应 的 不 可 约 表示 是 A 个 第 一 基本 
表示 , A, 个 第 二 基本 表示 ,… ,A 个 第 /个 基本 表示 构成 的 下 积 表 
Ж. 

直 积 表示 不 会 是 基本 表示 ,但 在 直 积 表示 的 约 化 分 解 中 , 却 可 
以 包含 基本 表示 ,尤其 是 其 中 对 称 与 反对 称 部 分 ,是 获得 基本 表示 
的 重要 途径 . 在 阅读 本 节 时 ,请 读者 参阅 置换 群 S, 部 分 . 

例 4 А, 代数 的 基本 表示 (1,0)Q9(1,0) 


1 1 2 
О ОСО —— = Ó CGO С) 
基本 表示 (0,1) 的 最 高 权 A= 2 ,相应 权 系统 
АФ ЛӘ 一 一 а — 22 AG 一 Q, 十 2@; | 


3 f 
相应 的 基 矢 量 记 为 1]42)》、142 7 和 1422 .用 并 矢 形 式 进行 直 积 运 
算 
[APAP = JACAYP) G,j= 1,2,3), 
构成 9 维 空间 的 基 矢 . 它们 可 以 重新 组 合 , 即 用 基 矢 变换 得 到 新 坐 
标 系 ,其 9 个 新 基 矢 可 以 分 为 两 大 组 . 
第 一 组 有 6 个 基 矢 ,相对 于 并 矢 指标 是 对 称 的 : 
p ={|А®)|ЛФу(у = 1,2,3),3 +; 
ДУДО) + JAPAS), 3 4; 
i,j = 1,2,3,: Z j). (8.57) 
为 一 组 基 矢 有 3 个 ,相对 于 并 矢 指 标 交 换 是 反对 称 的 : 
gO — {|A®) | А? __ | А?) АФУ, = 1,5} = 1,9,3) 


(8.58) 
(8. 57) 起 中 基 矢 对 应 的 权 是 
40 + 2a, _ 2—2, 2a 十 4as 
3 » 3 3 3 ? 
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ау + Да, а-а, _ 20, + аз 
3 o o? 3 o? 3 
EBE X ДЖО OVIR REVIERE S, 的 对 
称 表示 [a]. 或 者 图 示 为 


2 1 1 
O — O= (O — n —O)r:z3- 
(8. 58) 式 中 基 矢 对 应 的 权 是 
а + да, a, — а, _ 20 + a; 
3 ` 3 ` 3 o”? 
正好 是 不 可 约 表示 C- 后 的 权 系统 ,或 者 说 对 应 置换 群 5, 的 
反对 称 表 示 [1 1j=[L15 .或 者 图 示 为 


1 1 1 
O— O= (О — O&O 0) 
3. 法则 


在 李 代 数 的 基本 表示 $ 的 x 次 直 积 表示 中 , 设 其 约 化 分 解 后 
得 到 的 全 对 称 表 示 为 多 中 ,全 反对 称 表示 为 DUL, RER ZWE 
RAAK 
(|[1›,]2›,,]К)), 
基 矢 | 六 的 权 是 A.G=1,-: K), ШЖ 
(1) 反对 称 表 示 ФО ;的 权 系统 为 
Ал = А; + Д, + * + A: (к > >, >h), (8.59) 
其 最 高 权 
D шш Да 4- AW + + + ДО, 
(2) 表示 ФЗӨ Ж 
dim Zn] = C+. (8. 60) 
(3) 全 对 称 表示 多 "的 权 系 统 为 
А; == A, + А, + + + А, 22 6 }® 1, ]® i), (8.61) 
共 最 高 权 
· 308 • 


AP = nA (AY 是 基本 表示 最 高 权 ). (8. 62) 


(4) 表示 多 ”的 维 数 

ат = С" (8. 63) 
WA E M BJ uE BH Jë: F ЛИН. Ж. 
4. MERT 


在 李 群 的 邓 金 图 中 ,端点 为 1 的 基本 表示 , 称 为 初等 表示 . 任 
何 基本 宪 示 都 可 以 通过 初等 表示 的 反对 称 化 得 到 ， 因此 初等 表示 


有 特殊 的 重要 性 . 
例 5 在 D; 代数 的 5 个 基本 表示 中 ,相应 初等 表示 有 3 个， 

1 
© 

O 
] / — 
`N А 

1 

O 
O— h 


со) 


C, 代数 ттик 2 + 


фе С ө е“ 
利用 初等 表示 的 正 权 ,可 以 表示 所 有 经 典 李 代数 和 例外 李 代 
数 的 正 根系 . 将 下 列 李 代数 的 初等 表示 


1 2 і 

А, оо О оу 
/一 1 3 

В, 站 一 化 一 到 5 


11—112 2 1 
C жишк эе ……@—O 
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p 3 4 51 


N 


O2 
的 权 系 统 记 为 {2}, 则 相应 代数 的 根系 如 表 8. 2 所 示 . 
表 8.2 李 代 数 根系 表 


代数 符号 根系 > ERK F+ 
A, |\д„— ра) Ар ра) 
ДЕСИ (p< q.p. q= 1. Z+1) 
РА В: {Ель иь ра) Аьр р) 
jh (p.q= 1, .0) (pig=1 1, paq) 
R C, (2а. E upt r) (26, P Ë pal 
(p.g= 1, , 0) (p,q=],- sl pq) 
D: tupt? {pp 十 po) 
(рад рч 1..1) (PAg, p q= 1, ,1) 
(Бири д) { Hp » p” Hq) 
(рР,д=1,2,3) (рР,чд=1,2.3,фр<дц) 


1 
{+ gps E Hp Epe- (+ ui ро + us 
зеке? (нь, о а а ма а) 


+u)? 

(P.g= 1," 4, руа) (prg=1,. ,4,) 

(Ар Mq Kpt Hat pr Hs) Ар Harte t tat prt p) 
(yq r. s=1,-- 8; рео) (p.g.r s= 1, B; p<qg) 
(р ш, Ept et д,)) {pp— Mq tpt Pq py) 
(рэд, рд =l, 8 ,9) (prqsr=l, ,9; pq) 


例外 代数 的 根 分 别 用 Az, Ba А, 和 A, 的 根 表 示 . 对 于 E, 的 
特殊 情况 ,其 根 用 A, + A; 的 权 表 示 
Z = {р — ш, E нь + „+ д н) 
其 中 p,q.r=1,:. 6, рэд, н, (p=1,-- 0E А; 的 初等 表示 的 
1.0 + 则 是 А, 的 初等 表示 的 权 . ERES It == (jw 一 pj 2. 
Ketta te tàl pq, p,q,r=1,°,6. 
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可 以 证 明 , 所 有 李 代 数 都 有 两 个 到 三 个 基本 表示 ,而 任意 不 可 
约 基本 表示 都 可 以 利用 初等 表示 的 反对 称 化 得 到 . 


_ 1 

对 于 Б, 代数 ,有 一 个 初等 表示 i 一") F T, 
含 /一 1 个 单纯 根 . 由 它 反对 称 化 т =r, A ШШ | /—1 个 不 可 
约 基 本 表示 ,因为 K=1,**,n— l. 其 权 系 为 0, Бр, E st, 

1 

+u. 9 — М) & R О ОС, ір o, КВН т 5 
对 称 化 得 到 . Е Са ое) , 称 为 旋 量 表示 . 

对 于 D 代数 ,有 一 个 含 /一 2 个 根 的 初等 表示 mm ,其 反对 称 化 


可 以 构成 rx 二 rf ,基本 表示 /一 2 个 . 此 外 有 两 个 自 同 构 旋 量 表 
示 , /= 二 4 时 三 表示 等 价 . 


问 яй 


1. 斌 利用 基本 表示 和 加 的 直 积 反对 称 化 方法 分 解 
1 1 
о —-000-—0). 
[提示 :后 — O М О2а+Е8)/3,— (а—8)/3,—(а-Е28)/ 
з. Ж АЕ йй ЖҖ&Ж ECEE 5 6..6. АЖК (Е) 
б904ё',})(@,у==1,2,3). 对 称 化 的 基 夭 组 及 其 相应 的 权 为 

ë, ° ё'|+——>»(4е--208)/3, £, © #',—— —(2a—2B)/3, 

E; „ E ye —(2a+ 40) /3, 


LA е — etA)  [—Ce+20)]_a—B 
6 十 6 +| : |= =Ë, 


ор gea tR) [—Ca—DB)1l_a+28 
210,272, + у” я, 


EE Ёз! ,«— — (220+ 8) /3. 


2 
© 1ПАВ ®%ЖА Жтт — O. 另 一 组 基 欠 是 反对 称 化 的 ， 
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Ef, — £,Ë! < 一 一 > а 十 28/3, 
з 一 EE —aa — 8/3, 
EE, — £,ë',——  a— 2а + В/3. 


1 
Jb + k k. О0О. ] 
2. 试 证 李 群 的 两 表示 的 直 积 表示 的 权 系 统 为 两 表示 的 权 系 
| 提示 : 两 表示 设 为 B ~ e? ,HB ~ eu, 则 
С) == B <, = eX; 09 е2} 


> (Xi) 二 (э е” QQ е^») Jamo 
= í > ХЕ QE? + ЕФ QE” У'Х,,} 


= Í > X, Qo ЕФ + Е 的 У\Х,) ° 
表示 © АХ 
Н, — HY (CO Е + ЕЗ) Ф) H° 
令 нё? = AWP EP , НЕ = AP EP , 
AA | 
H.CéW 5% ED) 一 (HY í Е + Е) & H) (EP ©) 0 
— Но б) ESED + EVED о) НЕ 
_ АФёЕ@ (9; ро) 十 дё б ED 
— (AW + AD ) él б) ED = ALP EOD) GO £ 
即 直 积 表示 的 权 系统 为 两 表示 的 权 系 统 之 和 . | 
3. 验证 A, 代数 的 根系 可 用 其 权 表 示 为 
У\ = (e, — д) Ф эё, рд = 1 tn). 


а а а 
2 1 { 


_ 1 a, а_„@,_ 
[Жж. су—С——С-- 620—0 
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2(а;,а;) __ 2(а;,а;) БИР, 
(о,,а;) ш (а,,а;) ili | 


2, 
= 20, 一 Ò; j+ 
设 初等 表示 的 最 高 权 为 д, А 
А; 1 » 


Да: ра а а, Д, = 0, 
А2; pa == ра аз, Да = 1, Ао, == 1, 
Да: Ha = Ps 0з, Дз, = 0, Дъ = — 1, Аза = 1, 
设 Ay : Hi 5 17 Qi ‚Т Az 先 计 算得 
Дуа -一 |s Aiia, 一 一 1,4;—\.; == 0 (2 5 1 т 1,1 т 2), 


fi 5 1,200, = 1,4. = 0 (J = zt, 一 1,), 


就 得 A= аа. | 
4. 验证 C, 代数 的 初等 表示 的 权 是 


ш == а, + а, + Za = в, + Чуну = `2. 
1 | 
з т.2990. 利用 计算 权 系 统 标 准 方法 . | 


5. 验证 如 下 不 可 约 表 示 的 直 积 分 解 
1 2 1 2 1 
O——OWO——0O~O ОФ о———© 
2 1 
~ О О 


Oma OO 1 
Фо===ФФ c 


6. 用 标准 基底 表示 二 次 卡 塞 米 尔 算 子 
С=к“Х„Х, = > EE + Н.Н, 
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Clua») = (AP, AY + 26) | ило), 
其 中 A 为 某 不 可 约 表 示 的 最 高 权 , |znao ) 为 相应 的 本 征 夭 ， 
а € > 
[ 提示 :由 于 Л” дд, E |а) =0,ГЕ,, E. Jlu,oy=E_,] 
ил) = 0, 2 
Сило) = Л? ЛД + >) [E E-a] lua) 


uC 5t 


= {(A4AV, A?) 十 У! аН,) ило) 


ac Xt 
= { (ЛӘ, ДӘ) + У! аё AS) идо) 
«ЄХ 
= ((AV,A®) + (ЛӘ, 26) ) |на). | 
7. 验证 对 于 A; 代数 ,基本 表示 的 直 积 的 反对 称 部 分 (1 ) 为 


1 1 [1] 1 
Q——S OV ~ O—— v 
而 对 称 部 分 为 
1 1 [2] 1 
OO—O—OWO—O——O ~ OoOO. 
1 
并 证 明 RFA RO OOA kË 2..6. 63.2, THRA 
对 称 与 对 称 表示 的 基 夭 . 
| 提示 ;计算 权 系 统 , 参 阅 问题 1. | 
8. 试 构造 А, 代数 , 即 su《2) 代 数 的 不 可 约 表 示 . 


[提示 :/==1, 一 个 单纯 根 a, Xt = a ,其 不 可 约 表示 权 图 为 


A 
O 
@ 
其 中 A.= 2(A 72a)/(a,a)= 2)(j 为 半 正 整数 ,或 非 负 整 数 )， 


g = + Zt = ,相应 不 可 约 表示 的 维 数 为 
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. l., 
dim Z = пово YIRT. „у, 
8а) Z (аза) 
其 中 已 令 最 高 权 为 4 一 ja. 显 见 A 对 应 的 人 为 非 负 整数 . 令 a 
h а ЖА Еа. 包含 A 的 a 权 链 为 
AV — а, Л — 2a, AP — À, а = ЛӘ — 2ja, 
连同 最 高 权 A” = уа, Ф] ај 1 权 构 成 的 权 系 统 
Ав = (Ја, G — 1)а, 6, — G — 1)a, — Ja). 
1 ЖЭ Җ 3 Ж 38 3F 65 RRR ljm) Ж P m= ;,;— 
1,5,0, 6—1), —3, 8% 
LA?) = |j, = Н,|А%) = AV JADY, 
Hiljem) = А"? |у,т)у, ЖФ AP =m, 
Е_„|],т) = |j,m — 1),т > j. 
后 一 式 是 考虑 到 
HE ,m= (LH i, E-a] + Е_„Н,}|ў,т) 

= — Е. + E_.G ma) ]| j ,m) 

= (m — 1)Ё_„|ў,т) 

= A™ VE ljm)», 
PP Е_,|у,т) A Н, 323 m—1)a tkk, Ж |;,m—15. 

& H i=J,,E,.=J,=J,=+iJ,, W # 
[H,,E,] = E,,[H ,E_..] =— Е_„,[Е„,Е_„| = ан,. 

Е №, 


ag It 


E| jim) = E,E_.|;,m + 1) 
= ([E,,E_,] + EE |у,т + 1) 
= [2H, + С. ]l|j,m + 1), 
其 中 已 用 到 假设 C¿ | ,m+1)>=E,.,];,m5>On=s_;—1)3). # Вр 
C¿]|j,m + 1)= [2H) + С. ]15,т + 1) 
= [2m + 1) + Chn Jl j,m + 1) 
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С) = СА + 2@ + 1) (Œ = 0) 

=>C} = 2),С}/,=2)— 2G — 1), 

C¿ = jG + 1) — m(m + 1) m =— ],+-,0,+,]), 
E,|j,my = GGH 1) — m(m + 1)J|j,m + 1). | 


S 8.5 不 可 约 表 示 的 标记 方法 
与 权 的 内 积 计 算 


不 可 约 表 示 的 表示 方法 除 上 节 讲 述 的 在 邓 金 图 上 每 个 点 都 标记 
al Л , G.) 

Ca: sa) 
外 ,常常 还 利用 初等 表示 的 权 来 标记 . 


1. 初等 表示 权 的 标记 法 
设 李 群 的 /个 基本 表示 为 A。, 则 任 一 不 可 约 表 示 可 表示 为 
AWV 一 > n An (8.64) 


Ж Вр С8. 53) 式 ,符号 稍 不 同 . 者 用 {jp} 表示 初等 表示 的 权 , 则 上 
式 可 以 等 价 写作 


Aa, = (1 一 1, ,6) 


AY = >L. (8. 65) 
8 $ #| Fj 3⁄2 = fE & (1,) K HJ 3 pR Ж и. 这 种 标记 方法 与 卡 
`4- 88 Oy ik — Ж. 
ЙІ 4 代数 不 可 约 表 示 的 标记 为 
Л, Л, A Л, 
0—0 + 0—0 
Q @ @ 


1 2 pas { 


将 此 图 对 应 的 最 高 权 A'* 用 单纯 根 a 展开 , 则 有 A = 
Ута; . 1 A. =A= а, {Э 


+ 
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a n;a І: 
xcC4 ар) _ 92 


d 一 


Ca sa) (а, sa) 
271001501) al) L onn 

(а,,а,) (а, ,0;) °, 

a, =— n, + 2n,; — N3, 

as = — n, | 2n; 一 713» 

а-у =— ту + 21-0 — т, 

а =— т-у + 2n. 

反 解 之 ,得 


му = С 1), — С — 2)a, — Ч — 3)a, 


— t — да!—;$ — 4,2 • 


(8. 66) 


п, = п 一 (/ — l)a, 一 一 (/ — 2)a, — + — да; — 4; 1. 


(8. 67) 式 的 最 后 两 式 代 人 到 (8. 66) 式 的 最 后 一 式 , 得 
(/ + n, 一 “ 一 (/ 一 1)а, — te — A = 4; 


(8. 67) 


п, == ] + 104 + (і 一 l)a, + + 2a,_, + а, \, 
п. == 100 -一 l)a, + (1 — 2)а, + + да, 1, 
Pn = ——[(1— 2)а, + И 3)a, + + + За], 


**. `... 


1 
л = IA + 2a, 十 … 十 (а; |. 


(8. 68) 
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对 于 A 代数 , 根 w 可 用 权 《A бл, ВП 
а; = Hi — Ki-+1: 


l 
Д = > nia; = пуш + (n; np t ' 
í = 1 


+ (m; — ni) pu — nikis 


= [фа + L, 十 … 十 lipa 十 алба. 


对 比 可 得 ， 


Í, = n, = 


— а + (í — ] )a， -F ` + lai], 


L =L — h = yyl а, + Q — 0а ++ ta], 


E E E E 


Lı = H / — Пру гет а — 2а, — *** — (4 — lai, + a, |, 


Шы = — n, = 1 十 үа, + 2а 十 … 十 la]. 


上 式 可 以 简单 表示 为 


li = у + Уза, (k = 1,2,. 4), 
— | <. 
liti == „12-4 
我 们 注意 ， 这 里 (4) 的 取 法 ， 满足 条 件 


t+1 


> L = 0. 


i = 1 


(8. 69) 


{li} 当然 可 以 表 记 不 可 约 表示 .但 {4i} 中 用 到 分 数 , 为 方便 计 , 往 往 


改 而 用 i 个 整个 /其 中 


显然 ,这 样 定义 的 {1,} 满 足 条 件 
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Ф 


N = Уе = ум, (8. 70) 
则 正 整 数 集合 {1} 对 应 于 整数 NN 的 一 一 种 配 分 ,以 后 用 [人 ЧА 
标记 , 即 给 出 一 个 ! 行 的 杨 图 . 这 样 的 杨 图 与 А, 代数 ,或 SC 十 
1 ) 群 ,或 UC 十 1) 群 的 不 可 约 表示 一 一 对 应 . 对 于 C B ж D, f 
数 也 可 以 进行 类 似 记号 变换 ,以 标记 相应 的 不 可 约 表 示 . 在 置换 群 
一 章 , 已 有 较 详 细 叙 述 . 
例 2 А, 代数 CSU(3) 群 ). 


MFR 00,1): o—A, ва A= а q e. ER, Z, 
а а 
1 2 


=a E Д, == 1,1,5 A, БА, а-а == 1, 即 [1,1j 不 可 约 表 示 ， 相 


1 
初等 表示 (1,0) :OO ——O , В АФ = а 0, A. =a, 


а а 
1 2 


=1,4„=а;==0. 此 时 [=a ta: =l, l =a, =Ù, 即 为 L1,0j 不 可 
约 表示 , 杨 图 是 | 


а а 
表示 (ayaz):O 〇 —С ,最 高 权 Д9 = 2 (2a аг) а + 


а а 3 
1 2 


+ 2а;)а,,/', =a +a, l =a, Жұ N=!/' +Z ,=a + 2a, Вр Z, 
1 不 可 约 表示 的 杨 图 


ЧС, ж) 
(Г 3⁄8 ) 
2 一 [аџ,а,, (а + a,)J,g = 1 У! а = а + Q, 


а 
ae У? 


(а, 


代 和 人 维 数 公式 
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(1) 
dim(B)= |] “P 


аЄ yt 


= + (a; + 1) (а, + 1) (а + az + 2), 


其 中 А +в Фа аг 3)а ++ (а, 42423083, 
1 


Cai, a) = (a; ,а,) =] , Саз а) = (e, a) = — 2. 
标记 不 可 约 表 示 还 有 一 种 方法 ,就 是 利用 卡 塞 米尔 (Casimir ) 
算 子 的 性 质 . 卡 氏 算 子 在 任 一 表示 多 中 对 应 的 矩阵 与 所 有 代数 的 
元 素 {( 交 ,五 .) 对 应 的 矩阵 均 对 易 . 按 舒 尔 引 理 , 卡 氏 算 子 应 为 常数 
PE EF. 相应 常数 即 为 卡 氏 算 子 在 该 表示 中 的 本 征 值 ./ 秩 李 代数 有 
ЛАУ ЮИ ЕКЕТ. 换言之 ,在 任 一 不 可 约 表 示 中 ,所 有 卡 氏 算 
子 给 出 /个 本 征 值 ,可 以 任 一 地 刻画 该 不 可 约 表示 . 
必须 强调 指出 ,此 类 标记 法 与 表示 的 最 高 权 关 系 其 为 密切 ,请 
参阅 上 节 问 题 第 6 题 , 即 二 次 卡 氏 算 子 作用 在 最 高 权 Л 的 本 征 
RE, A 


Clua) = (40 ,A® + 2g) lua), (8. 71) 
其 中 = 2. а. 但 是 由 (8. 62) 和 本 节 问 题 1, 可 见 
AV = Жш, в = J E» _ (8.72) 
жор {д} 39336 3 2 080 38 , 应 有 | 
Clus) = 2440, + 26) Gus p) (ua). (8. 73) 


可 见 要 得 到 卡 氏 算 子 的 本 征 值 ,需要 计算 权 的 内 积 . 至 于 {4) 与 
(g.} ,我 们 将 计算 的 结果 , 放 在 下 面 , 以 备 读者 选用 


А: ва 041 (#== 1, +1). 


Bı: L= + >>, (=l 4—1), =i 
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8 一 (一 证 方 
Са h= уа, (k=1,2,=,1—1); 
р;={-—1- 1. 


1— 2 
?,: = а У) (== 1,...,/—1), 


и==а—а—-\/2; g = 1—1. 


例外 代数 或 群 ， 


a a 
h=a + L= 


| 6 
CHE :对 应 A = КЭЛ? + {и sl =a + 2а, 13а; 2а, +a; + ?а,) 


і = ] 


g=21— G=1,,5), g= 9,620. 


t = 4 
За, 
= ат — а, — 2а; — 2% 
4, 


= — (аз 2а Заз) — ЭФ 64: Заа Tar, 
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_23—4,._, ... __ _49 
g=- (2=1,'*,7), g 1 ` 


7 
Es: l, = l; 十 Уа, (А == 1,5,7), 
{ = Ë | 


P= 3 

|= —32i t ба: t Эаз-Т 12a + 15as + 10a 5а Вав 
9 3 ; 
g= 22— 3t (z=1,--- ,8), 5 一 一 68/3. 


3 


此 时 1 ТЕК У 
С = Ј =) + Ј + Ј = Ј + Ji + J° , 


其 中 J, 一 二 (J: 士 订 ,)*, 相 当 于 通常 记号 EJ. 相当 于 人 Hi. 设 


J° 与 J, 的 共同 本 征 态 为 17,m) ,在 量子 力学 中 已 知 
ТИШИ C8. 74) 
Ј.13.т)=т\ј,т), 
其 中 7 了 可 以 是 正 整数 ,相应 忠实 表示 ( 张 量 表示 ), 也 可 以 是 半 整 
数 , 相 应 旋 量 表示 .m= 二 一 j7 ,一 j 十 1,…,0,j 一 1,7, 可 以 区 别 SO(C3) 
ВЛА ИЯ (Г) ААА МХЕ. ЖУ J 具有 把 x 的 数 
值 升 高 或 降低 1 的 作用 , 即 把 属于 同一 酉 表示 中 的 权 矢 量变 为 (rm 
十 1) 的 权 矢 量 : 
J, |ў,т) = -VIG FD — mG + D [jm + 1). 
(8. 75) 
在 方程 (8. 73) (8. 74) sÉ rh , ЕВ 
J—  -— Q + 1), тә т, (8.76) 
方程 保持 不 变 ,这 给 出 与 {P"”} 等 价 的 另 一 个 表示 {ITI 个 趾 }. 由 
于 SO(3) 群 或 B 代数 是 紧 致 群 或 代数 ,其 不 可 约 西 表示 唯一 地 由 
ЖЕК Л 的 本 征 值 у 所 确定 . 表示 的 维 数 =2j 十 1, 均 为 有 限 
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维 . 当然 SO(3) 群 或 В, 代数 还 有 无 限 维 表示 ,这 些 表 示 都 是 非 酉 
表示 的 .但 有 关内 容 不 属于 我 们 讨论 的 范围 . 图 8. 5 就 是 3O(3) 群 
的 西 表示 的 权 图 . 与 忠实 表示 相应 的 权 图 中 用 黑 图 点 表示 ,与 诞 量 
表示 相关 的 权 用 黑 方 块 表示 . 权 是 有 规律 的 离散 分 布 的 谱 . 


= 
F 
= 
А Р 
ETN 
A 
= 


8.5 9O(03) 的 本 表示 的 权 
邱 忠 实 表 示 相 关 的 权 用 和 留 点 表示 ,并 用 实 线 加 以 连接 
与 旋 量 表示 相关 的 权 用 黑 方 块 表 示 , 而 用 虚线 加 以 连接 


业已 证 明 , 秩 为 7 的 半 单 纯 李 群 或 相应 李 代 数 , 具 有 /个 独立 
的 卡 氏 算 子 . 这 里 的 卡 氏 算 子 当然 指 广义 卡 氏 算 子 ， 
1„ = Cig Chag +С, XX" eXe, (8. 77) 
其 中 1=1==0,ШЖЭЖ-Р,1,<= g. XX С. {Н (8. 76) ELH 
I, 并 不 都 是 独立 的 . 
例 4 5003) I. 
I =X,X,X,— X, X,X,+ X,X,X,—X,X X; 
+X,X,X,—X,X,X, 
=X [XX] +X [XX J+X.[X .,X,] 
=Xi tX +X], 
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独立 的 天 是 : 

А: 7 

Bı: Izlaist slu; 

Ci: L, I, sdu; 

Di: 1,,1,***,1ш—,1; 

Gz: IL, ,L,; 

Е,: L I s Ií, I: š 

Es: [L,, Is, 1; Te» l,l; 

Е,; L, Is ds, Doli Da s Tas 

Es: ,1s, Ti, Ta 1, 16, 1245 Iso. 
计算 这 些 本 征 值 的 谱 是 颇 为 复杂 的 问题 . 有 兴趣 的 读者 应 在 有 关 
专著 中 找到 具体 介绍 . 


2. 权 的 内 积 的 计算 


无 论 是 利用 初等 表示 的 直 积 反对 称 化 方法 构成 基本 表示 的 完 
全 集 , 或 是 确定 李 代 数 或 李 群 的 不 可 约 表示 的 维 数 , 都 需要 计算 初 
等 表示 的 权 的 内 积 . 因为 我 们 已 经 用 初等 表示 的 权 {Am} 表 示 所 有 
李 代 数 的 根 , 所 以 权 的 内 积 的 计算 ,对 于 确定 李 代 数 的 结构 ,无 疑 
具有 重要 意义 . 
例 5 BC(CSO(C2 十 1) 群 ) 代 数 . 
а, а, a _, Xi а, 
OO 一 一 OO… 0—0 © 
其 中 Y ЄП, АЖ АЈА), 
Q, 一 Hiti T Нь С = l,l — 1), 
Ñ = H. 
1# (8. 78) 式 中 诸 式 相 加 ,得 到 
Ёр == >а, H: FSF [ү ау = 2а, .... 


с 


=] 


Pimi = Qi Fas р = 0. 
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可 归纳 为 


Hi = У?а. (8. 79) 
[отт À 
2 >j MA 
CTA = S Уан ) 

k = ik' 
[— 2 
= È D a ) + Da say) + У) (аа) 
k = ik! k' = j 


1—2 
== D CCa ai) + Carra) + (a, ,Qt+1) ] 
+ Llen ol-2) + Caris) + Carisa) | 
+ [ (0; ya ) + (aa) |. 
注意 到 ， 


— = 一 2. (а sa) = (a, Qt 二 1) (АЁ > 1), 


< 


(aisa) = — (aa) 一 一 F Caisa), 


(8. 80) 
上 式 变 为 


1—2 | 
(Ai AP ) 一 > ,[ 一 Z Casa) 十 《aasy at) 一 ORNI 
k = i 


十 [一 E алуа) + aisa) 一 (а-л, —\)] 
+ [— Casa) + (e,,a,) ] = 0. 
同样 可 证 , 当 ji Bt, (u, и) = 0. 综合 以 上 结果 , 当 156) 时 ,有 
(др) = 0. (8.81) 
AA 4 2; 时， 


{ { 
Сз р) = (as) = УХ ХУ) Ca so) 


k = ¿í k'=1 


i l { 
一 У 1 (a; ay ) + > D> (ао) 
F =i 


k=i+] hk' =i 
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{ 
== > (aiyar ) = (о;,а,) + (aait) 


k' = i 


一 [Cai sa) 十 《aiyai) + (а; ,а;+1) | — (asai) 


一 一 (oo = бара) G = 2,5,0) 
= (2,0). (8. 82) 
就 是 说 ,我们 有 
(ispi) = (eG,,a,) == K. (8. 83) 
综合 (8. 81) 5 (8. 83) 式 ,得 到 
(usp) = Кб, Gj = 1,6,0). (8. 84) 


C,. D, з F, HA 558. 81) 式 类 似 的 关系 式 . 一般 说 来 ,不 同 
的 李 群 K 值 不 同 ,以 Bi 为 例 ,由 (8. 82) 式 ,可 知 


К = Z Gaya, == (оа,,@,) ( =], ,Íí — 1). 
此 时 其 基 林 形式 


8: 二 > уо, 一 б; (2,7 = 1.5.) (8.85) 
z€ У 
由 此 得 
{ { 
28 = 2, Ааа, 
= 1 CE í = | 
亦 即 
> (aya) = І. (8.86) 
ає 5 


即 是 说 , 基 林 形式 的 五 ,部 分 ( 卡 当 子 代 数 ) 的 维 数 等 于 单纯 根 的 
个 数 ,或 李 代 群 的 秩 . 

在 B, 的 根系 中 , 零 根 / 个 . 短 根 十 ez(1= 二 1,…,/),2lL 个 ,长 根 
十 ej 十 ej(i 关 站 ,个 数 为 4C1=21( 一 1), 因 此 ， 


У\ (а,а) = 21(1 — 1) (а,а,) + 2 ,0) 


«Є > 
= [410 — 1) + 2/](e;,a,) 
= 2{(21 — 1)(e,,a,) 
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= 2/(21— 1)K. (8.87) 
比较 (8. 862 57 (8. 87) Á P 48 


K 1 


01 — 1) 

对 于 其 它 李 代数 ,类 似 的 计算 结果 见 表 8.3. 
表 8. 3 其它 李 代 数 K 值 表 

1/2041)? 

1/40/41) 

1/442—1) 

1/24 


(8. 88) 


1/18 
1/144 


李 代 数 不 可 约 表 示 A 的 维 数 我 们 已 经 知道 是 


іт = | | (AV + g,a)/(g,a), (8.89) 
«Є x+ 
K h z 一 二 多 a. 计算 中 往往 需要 相应 的 天 值 和 展开 式 
ac х? 


У\ 2.4 == z. 我 们 已 给 出 全 部 {g;) 5 K fË , 因而 会 大 大 方便 维 数 
的 计算 . 


б) А 


+1 


1. 试验 证 4, 代数 的 展开 式 g = 》) gu 中 ,gi 二 1/2 一 i 十 1 
i=1 
(=1,*- ° ,Z4-1). 


ЕЕЗ 
1 1 {+1 K—1 
а= = 2 “一 了 Хик 
a € E+ K=1 j=l 
] [+-1 К—\ ] I+1 K-1 
一 一 p ик 十 5 рэг 


* 327 ° 


{+1 十 1 K— 


7020 – ак + 5 D 


¿ >," 


i+ 1 


一 也 (K— Dy + L (51 + S + - т Уи 


J = 1 j= 1 J = 1 


=— 5 (K — l)uk 十 二 1а — K+ D 


{ 

; 

_ а + рз — K + 1) (К — 1)Jux 一 r 
K = 2 


l 
{ l 
— £ + > [= — K + 1]ек 一 > + 
2 = 2 


1 1 < 
= 20065 一 мо 1. 


{+1 I 


= У — K + Пике = > — t+ 1. 
K == 1 2 

{+1\ 
注意 Уа: = 0 ] 

1 = 1 
2. 和 证明, 对 于 李 群 SU(C 二 1)(4 代数 ,有 YV aC II, 

__ a(g.,a) _ 
Ea = зе сү 一 1. (8.90) 

示 : 


Hj 一 Ик) 


ы 


2 < 
I+1 К—1 


== 1 Э 2,14 一 Hid 十 《Hi+l 一 +2) 


2 К ; = 
+ … 十 (ик. 一 ик) J 


ti 十] Ж— 


219 Ула T aa + 十 ак.) 


2 С 2) = 
{+1 


== > У) Гак ‚ + (аку + ак 2) + °: “十 баку + е . + а + а) 


2 2, 
+ (ak- Б + a, + о) J 


{++ 1 1-1 


== > >) Уу) = $ Уе + ‚+ Уа) 


2 =, ; < Jj = 1 
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+ 2( — 1)а + +++ IL — (¿ — 1) Ja,) 


{Гау 
{ 
>Ч — j+ 1)a;, 


| 


1 
2 

1 
2 


1 


__ 2ga (2;,0;) 
Б El (e, a а;) б = Ула E J + 1) (а; ,а;) 
{ 
=+ 30-3 + 0А, Свя) 
1 


= FLG — DU — it 29А, ‚ HU — i + A 
+ G + DE — iA +1. 


对 于 А, А=2,А, а= 1, КАЕ, Ф 
= 了 [一 п-и 1+2) 0201002 4 1) 
— G+ DG — 0)]=1. | 
3. 计算 B, 的 不 可 约 表示 的 维度 公式 ， 
[提示 : Ж ај) 


П ce = П Це, а 一 
с | С 


“lle 十 kt) 


= Пс СУ 一 у) ] 


г} #= 1 


° [I Sa Ga, + AD) |. 
i<j k=l 


注意 ， 
(д, д) 一 Kó; GG, j = 1], ,/), 
故 上 和 式 化 为 
П ee = | | Kg)T [Kte — в) | 1с + g. 
«Є $t <.) 
(8. 91) 
令 mi 二 li 十 gi, 同 样 有 
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П (A® + g,a) = Пке | [Km — т, D1 IK +g), 


a € ХТ i< j 
(8. 92) 
将 (8. 91) 式 与 (8. 92) 式 代入 维度 公式 


dimBB)= ] | 2669 


¿e x+ (g.a) 
-D C= © 一 ы. 


又 及 :Ci 的 维度 公式 是 相同 的 . F| 51 A 的 维度 公式 是 
dimB(A) = | [Gn — m;)/ g: в). |. (8.93) 


Lj 


` 4. 验证 Р..С,.Е,.Е,. Ез. Es 的 不 可 约 表 示 的 维度 公 NAE 


(1) D. 
| Оол, 一 m;) (m; + m;) 
dim (Z 一 一 . 
т) = [[ 5 Cag) "te \8. 94) 
(2) G; 
3 
dim(%) = | | (“°> Е 90). (8. 95) 
11 £i 11 m mM, 
(3) F, 
| 十 т, + m, + m 
(22 "ч k= m л, 2 3 4 
dim (2) = И 1] т: + т, Ше = вз £ g, ? 
(8.96) 
(4) E, 
= <m; ypg + m; T m, + m/2 
dim) = IS; Са а тк? 
(8. 97) 
(5) E; 
一 (эл; 十 т; + m, + m) 
dim (52) = 15 т; Tm. Т (g; Hg; + g£, + gi) ` 


(8. 98) 
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(6) Е, 


. _ т, т; т + т, + т, | 
dim Z = 11 три J П р Fg (8.99) 


“ 5. 计算 二 次 卡 氏 算 子 对 于 最 高 权 A 的 本 征 态 的 本 征 值 
(AV, AV + 2g) = X LU: + 2g) AnA), (8.100) 


分 别 对 A,.B,.C;,. D, 及 Ga Fa E, E; 和 Е, i 行 计 Ж... 
(答案 ,将 前 得 到 的 gri 与 尺 值 代入 (8.100) 式 , 即 得 如 下 答案 . 


代数 符号 本 征 值 
an L;i Cl; т 21) 
4 > 2( + 1) 
B. МИ + 21 — 2i + 1) 


< 2(2! + 1) 

У) Га + 21 — 2i + 1) 

一 101 + 1) 

У) LC + 21 — 2) 
МО 1) 


С, 
D, 
G, азд + 8) + LGL + 2) + LGL 一 10)] 
1 
F, ghh HID +20 +5) HU +3) +40, 1] 
1 : | 
Е. 1а + 22) + 22514 — 2:) ] 
1 8 
E, 20, 一 2 一 200] 
Es 0, 2i) — 424]) 


6. 证 明 ,对 于 代数 A,.G,. E, # E, 有 
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| р) — K 一 ‚е, 1), 
(o) = n Si 1 + (8. 101) 
(6,6) =— К G= J). 


{+1 


{ 
[ 提示 ;由 р; = 0> щур 一 一 > 1 .又 


1 ро= 1 


l і 
2 = Hi W(t == 1,…,/)=> > = fH — LAHI9 5 > а; 十 у == 
{ = 1 фё={—1 
{ I 
/&—-\»@ + Piti = => ( 诸 式 相 加 ) Уи, — lhi = У а> (1 + 
і = 1 t= 1 


{ { 


Dja = Djia = — О + Dan. 
i=] i=] 
因此 ， 
{ і 
(L s pi) = (>a, — Hiti’ > e, u +1) 
k = { k' =: 


4 


l 
(ars ay) + Съ. щъ) 一 2 >， (а, 一 Ша) 
б< В = i 


k= Ë =i 


| 


; ; 
21 (аар) 十 тату Ca k'ay) 
q+ 1) — = 
(G £) =— KG = 7), 
ЖФ K= (am). | 
7. 证 明 , 对 于 代数 Es A 
(дуа) 一 6 个 (人 一 1 2……，6)， 
(mu) = 1 AG = 7), 
(дн) = 0G 一 1 ,6,# p n — f X 3 А, 的 初等 表示 的 权 )， 
(euu) = ЗК. 
(8.102) 
ат.) = КӘ, GA] i,j=1,--,6),8 m А, 代数 的 
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{+1 


性 质 ,现在 /二 5，2》j4 = 0. 
对 于 иСи= 2а 1 十 Qs), 它 是 A, 的 初等 表示 的 权 , 表 示 的 维 数 为 ди 
+1,Ж Сил =3К. | 

8， 对 于 E, ж 


= Yop 十 Фи, h,= you + си, 


t = 1 i=] 


则 Chis,hz) = 3Kbc + ЭЗ — к Уке]. 
і = ] і =] 
| Ж :(Би,си) =bc(z, н) =3КЬс, 
6 6 6 
(УБ, Ус) = 216 У, (3) 
i=] j=l =] j=} 
6 6 
= Db X, c,Ç— Кд) 十 DCS 
i j=l) i 


~ K[ S, Sl 1+ 6K Ува, 


¿= 1 ¿= 1 


6 
(2 b ca) 一 Уес = 0, 


(CD op, Ус) = Sc, (въ) = 0. | 


i = 1 £ = 1 t = 1 


9. 对 于 A,.G,. E, 和 Es, 车 有 


十 1 {+1 


h, = > biti h, = > Ciki, 
í = 1 i=] 


Ж (h, ,hh,). 

{+1 {+1 
[提示 ;Chi,h1) = > У\с (и, у) 

i=1 j=1 

{+1 {+1 
= >) Gun) + bd le Cus) 
3С р) i=] i=] 
{+1 {+1 {+1 


(n + 1) 2,6, 一 K[ ЖӨ 2,1. | 


{ = 1 
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10. 设 李 代 数 的 权 和 的 简 并 度 为 wy 即 
H: (ut) = Ajut), Hilu) = Ли), 
则 xT jx 4E 2 Л E. 34 


Sa . 
дл = saA= д 24.) 


Саду 2' (8. 103) 
则 权 A' 65 8 Ж ЖОЖ 2. 
[Rap К=2(А,а)/(а,а) ,应 为 整数 . FT K R(E. ә) |u A 
Н.(Е_.) иа) = (LH; E-a] + EH} luz 
一 [一 2Е., + ДЕ Ліш) 
= (Л; — 2)Е_„|и{?). 
易 由 此 得 ， 
(A; — Ka)(E_.) lut), 
PP (Ea) uP) p K (A— Ко) = A' ЖА. 同样 有 
(A; — Ka) (Ea) (ug). 
HEZ, (E-a lua s 2 K A'. 
用 本 题 方 法 可 证 魏 尔 反射 的 诸 权 的 简 并 度 相 同 , 即 称 等 价 


j. | 
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第 九 章 ” 李 群 的 整体 性 质 与 同 伦 群 


我 们 对 于 李 群 在 单位 元 邻 域 的 性 质 , 即 局 域 性 质 进 行 了 深入 
的 讨论 .不同 的 李 群 ,可 能 会 有 同样 的 李 代 数 , 即 相同 的 局 域 性 质 . 
但 是 ,就 整体 而 言 , 不 同 的 李 群 具有 避 然 不 同 的 性 质 . 群 的 整体 性 
质 是 与 拓扑 学 紧密 联系 在 一 起 的 ,实际 上 在 不 同 的 地 方 ,我 们 曾 不 
那么 严格 地 加 以 定性 叙述 过 . 

李 群 的 整体 性 质 可 由 同 伦 群 ,尤其 是 基本 辣 伦 群 刻画 .关于 相 
关 的 点 集 拓 扑 的 知识 ,我 们 只 予 最 简单 的 说 明 . 我们 看 到 , 同 伦 群 
作为 描述 李 群 拓扑 结构 的 基本 数字 工具 ,在 基本 粒子 物理 学 、 天 体 
物理 、 生 物 物理 (如 ОМА 的 拓扑 构 型 ), 尤 其 是 在 凝聚 态 物理 的 缺 
陷 研 究 中 ,有 着 广泛 的 应 用 .本 书 只 能 涉及 到 其 中 一 些 最 有 趣 的 应 
用 领域 ,希望 读者 从 中 可 以 宽 一 斑 而 见 全 鹏 ,举一反三 , 触 类 旁 通 . 


$ 9.1 ARAIRE TERA 


邻 域 在 ” 维 欧 氏 空间 Е, Р, Р ВЧЕНА Р 点 的 
一 组 点 集合 UU, 且 U 包含 以 P 为 圆心 的 一 个 n 维 开 实 心 球 . 所 谓 
开 球 指 除 了 球面 以 外 ,构成 整个 实心 球 的 所 有 的 后 ( 羡 称 内 点 Н) 
集合 . 

例 1 平面 (E,) 中 的 点 的 邻 域 . 

在 图 9.1 中 ,图 (a) 所 示 集 合 U 是 点 PP 的 一 个 邻 域 ,因为 在 U 
中 显然 可 以 通 出 一 个 以 尸 为 圆心 的 开园. СЬ). Сс) Ж U 就 
不 能 这 样 做 了 ,显然 任何 以 PP 为 圆心 的 开 圆 都 会 包含 不 属于 集合 
U 的 点 .换言之 ,此 时 的 UU 均 非 点 P 卫 的 邻 域 . 
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(a) (b) (c) 


9.1 平面 中 的 点 的 邻 域 


关于 E, 空间 中 邻 域 ,有 以 下 显然 事实 ,请 读者 加 以 证 明 : 设 U 
为 点 Р 的 任 一 领域 , 则 有 

(1) PEU; 

(2) ERS VDU, MWY 示 为 P 的 邻 域 ; 

(3) #U.V 均 为 P 的 邻 域 , 则 交集 UfYV 亦 为 己 的 邻 域 ; 

(4) EU 为 P 的 邻 域 , 则 必 有 集合 VCU, 且 V APERE, 
m E U 为 V PRA ВЈ. 

拓扑 空间 (MM;U} V PEM, 均 对 应 子 集合 族 {U;CP)), 其 中 
ЛЖ UCM 且 为 P 的 邻 域 ,日 {M,U} 具 有 如 下 性 质 . 

(1) ЖОС, Æ P ØR, Ш РЄО,; 

(2) YAMiCAMM, 且 Wi 包含 点 书 的 一 个 邻 域 , 则 M, УР 的 
邻 域 

(з) ЖО УО, Ec P 的 令 域 , 则 Uf1U; 亦 为 P 的 邻 域 ; 

(4) ЖО Æ P 的 一 个 邻 域 , 则 必 对 应 PP 的 这 样 一 个 邻 域 ,U，; 
(UCU,) ,使 得 U, 是 U; 的 每 个 点 的 邻 域 ; 
则 称 (LM;U} 为 拓扑 空间 . 此 处 领域 系 U==IU(P)IPEM)}) 称 为 M 
的 一 个 拓扑 ,集合 M 与 其 拓扑 结合 ,构成 一 个 拓扑 空间 , 记 为 ГЕ 
(МП). 

例 2 玖 ,空间 .以 原点 为 中 心 的 单位 球面 记 如 9. БҮ PES, 
EXP GA BJ SER U J tu P 点 且 距 离 小 于 ss 很 小 正 数 ) 的 所 有 
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点 的 集合 , 则 工 := (5;U(P)}) 构 成 一 个 拓扑 空间 . 显然 Ts 为 上, 的 
F = B]. T'= (E,;U (P) 5 E, 与 及 拓扑 UC(P)( 定 义 同 上 ) 构 成 
的 拓扑 空间 . 

п 维 开 球 与 n 维 闭 球 分 别 构 成 E, 的 开 与 闭 的 子 空间 (其 拓扑 
定义 相同 ). 

离散 拓扑 设 Y PEM, 和 存在 P 的 一 个 邻 域 U;, 使 得 U;C 
UCP), MHH T =M; UBNT TREU UCMR. 
Il E 3E @ .M 与 M 的 所 有 子 集 为 M 的 拓扑 ,就 得 到 M 的 离散 
拓扑. 

з RAHE T={M;:U} ETCM, HAPET. WV, 
APET Ф А, Ш U =T AV RAPET, 中 的 邻 域 . 
易 证 4Ti,Ui} 构 成 拓扑 空间 . n #F (U; КЫ T ЕТ, 上 诱导 的 拓 
扑 , 是 了 的 拓扑 子 空间 . 

例 4 拓扑 空间 T={M;U} 中 ,U 仅 由 MM 与 M 的 空子 集 名 构 
成 , 则 为 了 上 最 粗 的 拓扑 . 

5 整数 集合 M.Y nEM, RESU a,r), Y r=n+mam 
一 0, 士 1, 士 2,…, 十 ao)EL Gn, r), X E о 为 确定 质数 . 选 定 一 个 
q ,就 给 M 的 一 个 特定 拓扑 . 由 此 可 定义 拓扑 空间 T= (M ,Us). 

例 6 实数 集合 M. 对 于 YVzEM, 对 应 集合 VCz) 有 6E 
U(z) ,并 且 存在 es 之 0, 使 得 区 间 

{т—є< т< х + e) CUC), 
于 是 集合 族 (U(z)}) 构 成 实数 集合 M 的 一 个 拓扑 , 称 为 自然 拓扑 ， 
ESE 的 拓扑 是 等 价 的 ， 

Я Ú T, 5 T, 为 两 拓扑 空间 ,VY PET, 5 T, 中 有 一 确 
定 的 点 P= PORA M AAT 到 了 的 映射 . 若 对 于 了 ，, 中 点 
P= PORRU, ET ИЛЕК P, 的 一 个 邻 域 V 与 之 对 应 ， 
HA (VCU, MERY E Р, 点 是 连续 的 .车 映射 上 在 了 ,的 所 
有 点 都 连续 , 则 称 上 映射 上 为 连续 的 映射 , 见 图 9. 2. 

同 胚 映射 ”车 两 拓扑 空间 TT 5 T, 之 间 存 在 一 个 映射 ,使 两 
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图 9.2 在 Pl 点 连续 映射 1 


空间 所 有 的 点 与 开 集 合 在 此 映射 下 一 一 对 应 , 则 此 映 册 为 同 胚 映 
射 . 此 时 空间 了 УТ, 在 拓扑 上 就 是 等 价 的 , 即 具 有 完全 相同 的 拓 
扑 结构 . 

[BJ kit ЖЖ г БЕ 2 Bh G, Б) HE BJ) 16 Th F 
空间 显然 具有 等 价 关 系 . 

拓扑 空间 的 直 积 设 了 ,与 了 :为 两 拓扑 空间 , 且 VY PET, 
Y P, € T,, Ж ЁЛЕ UTCP) 与 了 VCP) 分 别 为 相应 的 拓扑 , 则 点 偶 
(Pi，, 忆 ) 构 成 的 集合 Tico7:，, 集 合 LGOY 即 为 其 邻 域 ,集合 族 
U(P1)C9V(P;) 构 成 点 偶 集 合 T XT: 的 拓扑 . 简 育 之 ,Ti XT: Æ 
Т, УТ, 的 拓扑 积 , 亦 为 拓扑 空间 . 

利用 拓扑 空间 的 直 积 ,是 构造 新 拓扑 空间 的 重要 方法 之 一 . 

例 7 拓扑 空间 EOE , 28 2) F TBI # F : 

En Q E, = E,+, (高 维 欧 氏 拓扑 ). 

例 8 一 个 圆周 与 实数 轴 上 的 一 个 区 间 的 拓扑 积 生成 一 个 贺 
柱 面 . 在 柱 面 坐标 系 下 , 设 实 轴 为 Z Sh, a <<=<b 为 实 轴 的 某 区 间 . 
圆周 为 o= c GW 3); Kn. 其 拓扑 积 为 点 偶 集 合 (=< 一 4 一 050 一 
сє$0<<0<—2т) ,这 正好 是 长 为 (b 一 a) 的 圆柱 面 . 

连通 空间 ”拓扑 空间 如 果 不 能 分 为 两 个 不 相交 的 非 空 开 集 的 
并 集 , 则 称 空间 是 连通 的 . 如 果 T, УТ, 均 为 连通 空间 , 则 其 直 积 
TOT: 亦 为 连通 的 . 如果 连续 映射 上 将 连通 空间 Т, 映射 到 空间 
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T2: W T, 必定 是 连通 的 . 

例 9 实数 轴 R 是 连通 空间 .实数 轴 上 的 区 间 是 实数 轴 唯 一 
的 连通 子 空 间 . 

所 有 有 理 数 构成 的 R 的 子 空 间 是 不 连通 的 子 空间 . 设 有 两 有 
理 数 z<z, 总 可 以 找到 一 无 理 数 y, 使 得 zx<y<z. 事 实 上 ,有 理 数 
空间 是 处 处 不 连通 的 , 即 完全 不 连通 的 . 

例 10 RQ QORSE, K n 维 欧 氏 空 间 是 连通 的 . H + ES 25 

~ 全 


lB) C, 与 上 2, 空间 是 同 胚 的 , 故 C, 亦 连通 . 

如 和 拓扑 空间 了 中 每 一 点 P 都 有 一 个 不 连通 的 邻 域 , 则 称 了 
为 局 域 连通 空间 . 实 轴 上 若干 互 不 相 重 合 的 开 区 间 的 和 集 , 就 是 局 
域 连通 但 非 连通 的 空间 . 

覆盖 hj] T 的 子 集合 族 { 口 ) 的 和 和 集 包 含 丁 , 则 称 此 
Жї Т. 空间 7 的 每 一 点 被 包含 在 此 集合 族 中 的 某 一 集合 
H. REIU T 的 覆盖 . 

如 采 覆 次 中 每 一 个 集合 都 是 开 集合 , 则 称 此 覆盖 为 开 覆 盖 . 如 
洒 履 盖 中 只 包含 有 限 个 集合 , 则 称 此 覆盖 是 有 限 覆 盖 . 

招 扑 紧 致 空间 如 果 拓 扑 空间 了 人 的 任意 开 覆 盖 必 含有 一 个 
有 限 开 覆盖 , 则 称 此 空间 为 拓扑 紧 致 的 . 紧 致 空间 的 任意 子 空间 必 
然 也 是 紧 致 的 . 

如 采 拓 扑 空间 Т, УТ, HERR, WRR TOT: 必 
然 也 是 紧 致 的 . 如 果 拓 扑 空间 了 中 的 每 一 点 均 在 开 集 中 ,而 这 一 
开 集 的 闭 包 是 紧 致 (有 界 ) 的 , 则 工 称 为 局 部 紧 致 空间 . 

例 11 E, 是非 紧 致 的 空间 .但 如 以 E, 中 任 一 点 为 球 心 的 开 
球 作为 此 点 的 领域 , 则 开 球 的 闭 包 一 一 球面 ,是 紧 致 (有 界 ) 的 , 故 
Е, 为 一 局 部 紧 致 的 空间 . 


$9.2 同 伦 路 径 与 基本 群 


在 拓扑 空间 的 连通 性 的 研究 中 ,尤其 是 在 群 的 整体 性 质 的 研 
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究 中 , 同 伦 路 径 具 有 极其 重要 的 作用 . 
1. 和 同 伦 (Homotopy) 


如 果 两 流 形 (如 群 流 形 等 )XX 与 Y 可 由 一 族 连 续 映 射 f Х 

映射 到 了, 即 
f:X—Y; 
或 Vz“ € X,V y € Y,# /G) = y. 
Ж РОЯ) jf 与 f1, 可 以 通过 连续 变形 ,由 fo( 或 /,) 3 f. Cak 
fo), 则 两 者 称 为 同 伦 映射 . 就 是 说 ,存在 一 族 中 间 映 射 F(x,z) ,其 
中 参数 t 处 于 单位 区 间 [0,1j(0 志 t 志 1) 中 ,F(zx,t) 相 对 x 与 1 都 是 
连续 变化 的 ,并 且 有 
F(z,0)= Р, F(z,1) =f, (9.2) 

ДКВ ЯК F (> ,t) 29 [М ХЕ Эй ААО, s; Та] КА. 

通常 将 fo 同 伦 于 fu ale А-Л. 容易 证 明 同 伦 关 系 “ 一 ” 
是 一 种 等 价 关系 . 

例 1 ##F.:fo|aaa]8sllHlag—aldoGuiGi:llHl|sy ud Ó il<al M fo~ fa. 

为 证 明 此 命题 ,只 和 需 引 人 映射 族 

F(x,2t), 0<:<, 


H (z,t) = (9.3) 
С(х,21), <: <1. 


(9. 1) 


显然 ,H(zx,0) = f | H (z ,1) = f. 
由 此 可 见 ,彼此 同 伦 等 价 的 上 映射 构成 一 个 类 ,以 后 记 如 {了 }. 


2. 同 伦 路 径 


在 拓扑 空间 了 中 ,任意 两 点 PP 与 Q@ 之 间 的 路 径 定义 为 映射 
1 :7 一 [0,1 到 了 的 连续 映射 ,并 且 满 足 
f(0) = Р, 1) =Q. (9. 4) 
АҢ K XT ТНК ЇН] T. rH £i BV PET,Y QET, 总 有 
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连续 映射 ОВА P 5 Q ER, ШЕКА T 3 SL É 18 BJ ЕЮ F8 
1 ÉE ). 
例 2 Е, = [8]. 85 P= (х,у) EE QS (х,у) € E,, Hh 
KIOSA, a (О) Ду. 其 中 
Ла) = (1 — Hr, + ty); 
ү = (1 — t)r; + tyz. 
显然 ,映射 1 (1) 是 连续 的 . /\0)-> (лу, у) =P, f0) — Cr y) = 
Q. 此 时 f(t) 就 是 连结 Е, 中 任意 两 点 的 路 径 , 故 Е, Z= [B] ДЕЦ g£ 18 
的 . 

例 3 n 维 欧 氏 空间 Ё,. 

设 有 任意 点 PS (t1, trt, Ta) E En Q= (у, уу, е, у) Є 
Es. 给 出 映射 ГО) С), 70), Р, О) ДР 

J,G) = (1 —t)=z, + ғу, 

f,G) = (1 ~ t)r, + tyz» 

fat) = (1 — ttn + ty,. 
显然 ,1 (0)= (zi za t z.) = Р; fOD = (yr, yz "t y, ) == ©. 就 是 
zA iH H P 到 QQ 的 一 条 路 径 , Е, 空间 也 是 弧 连 通 的 . 

例 4 ААА. 圆周 可 表 为 e*”“, 其 中 909E€[0,1]. 此 时 
任何 点 偶 Ре? Q =e ,可 由 路 径 70) = (1 —2)0, 4-20, 连接 . 
EAA, SJO =e; fG), 

从 几何 上 说 ,映射 / Ж &{у [Жн] J RRT. 6 700) 
一 /(1)=Po( 基 点 ), 则 曲线 是 闭合 的 ,在 拓扑 上 等 价 于 具有 参考 
点 zo( 相 应 于 在 1 与 0 时 其 边界 相同 ) 的 圆 5\1. 映射 或 曲线 的 同 伦 
的 概念 已 如 上 述 . 闭 曲 线 的 同 伦 类 尤为 重要 , 设 己 为 拓扑 空间 的 
一 个 点 ,由 1 一方 (的 三 已 CO0 委 上 委 1) 定 义 的 路 径 , 称 为 书 点 的 常 值 
路 径 或 零 路 径 . 与 点 书 的 零 路 径 六 同 伦 的 所 有 井 线 的 集合 记 为 
[Ie]. 实质 上 零 路 径 表 示 常 值 映射 

CE) = yo = const, V: € I = [0,1] (9. 7) 
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(9.5) 


(9. 6) 


例 5 É /,G)EAS PeT 的 一 条 闭合 曲线 ,如 要 fn(1) 与 
[12] 同 伦 必须 映射 族 F Cr, E 


F(0,t) = t), 
(0,2) = fe OLr<]l), (9. 8) 
F(1,t) = [р == P 
F(z,0) = P, 
| (0 三 1 三 1). (9. 9) 
Е(х,1) = P 


此 条 件 相当 于 在 空间 了 中 无 “洞穴 ”一 类 缺陷 .此 时 闭合 曲线 
fr(t) 可 连续 变形 ,退化 为 点 Р. 需要 说 明 的 是 ,以 前 对 工 未 限制 在 
单位 区 间 ,此 处 加 上 条 件 (9. 8) 对 于 曲线 拓扑 性 质 并 未 影响 . 


3. 单 连 通 与 多 连通 空间 


ET ЯК е [Bj ЖҮ PE7T, 只 存在 一 类 闭 曲 线 , 则 称 此 空 
间 为 单 连 通 的 ;和 者 Y PET, 每 一 个 点 有 m 个 同 伦 类 的 闭 曲 线 与 之 
对 应 , 则 称 此 空间 为 m 度 连 通 的 空间 . 

例 6 圆周 是 单 连 通 的 ;: 圆 环 是 无 穷 度 连通 的 . 圆 环 有 两 类 明 
显 拓 扑 不 等 价 的 财 曲 线 : 一 类 是 不 围绕 圆心 或 中 间 控 出 一 内 圆 的 ; 
为 一 类 则 是 围绕 圆心 的 . 前 者 可 连续 变形 退化 为 一 点 ,后 者 就 不 
ÍT. 还 可 证 明 , 围 绕 中 心 不 同 次 数 的 闭 曲 线 也 是 拓扑 不 等 价 的 . 同 
样 道理 ,环形 曲面 也 是 无 限度 连通 的 . 

当 n>1 时 ,n 维 球 S, 是 单 连 通 的 . 


4. 基本 群 (Fundamental group). 


基本 群 是 刻画 拓扑 空间 了 的 连通 性 的 基本 数学 工具 , 它 是 与 
同 伦 路 径 密 切 相 关 的 数学 概念 . 简 言 之 ,基本 群 就 是 由 了 =[0,1] 
(或 3 ) 一 一 拓扑 空间 了 的 不 同 映射 同 伦 类 {f}、{g}… 所 构成 的 
群 . 

基本 群 的 单位 元 {e} 就 是 前 面 讲 过 的 常 值 映 射 C(9.7 式 ). 路 
径 { 刀 的 道 元素 (和 称 为 逆 路 径 , 广 :与 了 为 同一 点 集 , 但 具有 相 
52517718, X. 3 
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Jf G) = fA — t). (9. 10) 
现 定义 两 个 路 径 乘 积 , 即 基本 群 的 群 运算 . ЖЮ £ /, 
的 终点 与 第 二 条 路 径 的 起 点 重合 , 则 由 第 一 条 路 径 与 第 二 路 径 相 
连 得 到 的 路 径 , 称 为 f, 5 f, BBS 46 38 F, Вр 
filt), 0<:< 5, 


Ла) ° f, G) = | (9.11) 
fht), 5 < t< 1. 


Ж ЛУ [P] f ЖН) $ =, E: 
(f) ° (f) = (J, Р). (9. 12) 
显然 
(J) ° (J) = (f * f 1) = {е}. (9. 13) 

具有 同一 基点 的 闭路 径 或 曲线 的 “乘法 ”, 显 然 是 定义 (9. 12) 

的 一 种 特殊 情况 . 可 以 证 明 

(ЛАЛ ~ (fi Sal e Sa (9.14) 
就 是 说 ,不 同类 的 路 径 相 乘 满足 结合 律 .于 是 具有 同一 基点 的 不 同 
同 伦 类 的 闭合 曲线 的 集合 在 上 述 群 运算 下 ,构成 一 个 群 , 称 为 拓扑 
空间 了 的 基本 群 或 第 一 同 伦 群 , 记 如 П,СТ). 此 处 定义 的 基本 群 
是 相对 于 特殊 基点 已 得 到 的 ,可 以 证 明 , 在 弧 连通 空间 中 ,任何 两 
点 作 为 基点 的 基本 群 都 是 同 构 的 .换言之 ,基本 群 在 本 质 上 与 基点 
的 选取 无 关 , 它 是 离散 群 . 

例 6 ®Т=БЕ,— (0,0) (平面 挖 去 原点 ), 基 点 为 P= 
(хо, уо). 由 7 一 [0,1 到 了 的 映射 是 平面 上 以 书 为 基点 ( 始 于 且 终 
于 尸 ) 的 闭合 曲线 .在 图 9. 3(a) 中 ,曲线 避 开 (0,0) ,可 以 收缩 到 点 
P 上 ,因此 属于 党 值 映 射 , 即 {e}. 曲线 车 围绕 {0,0}) ,并 顺 时 针 绕 行 
”的 , 即 属于 (2} 类 闭合 曲线 . 如 反 时 针 绕 行 , 分 别 记 为 { 一 1} 类 ， 
{—2}Ж,+.,{—я}Ж. 于 是 

H (E, 一 (0,0))= 7 (整数 集合 )， (9. 15) 
印 通常 加 法 运算 的 整数 群 .此 处 整数 ”表示 闭 曲线 同 伦 类 , 称 为 绕 
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数 (winding number). 


(a) (b) (с) 


图 9.3 在 挖 去 原点 (0,0) 的 平面 土 用 绕 数 为 0,1,2 
表示 的 拓扑 不 等 价 的 三 类 有 瞎 射 (曲线 ) 


jo] 题 


1. 证 明 同 伦 运算 满足 结合 律 . 
[ 提示 :首先 要 注意 ,两 个 闭合 曲线 若 只 有 参数 化 不 同 , 则 它们 属 
于 同一 同 伦 类 . 令 {f)、{g} 与 人 二} 的 代表 元 素 为 SJO ga) ha). 
因而 


fO, о<:< 5, 

1 1 
(f - g) `-h =<g(4t — 1), << > (9.16) 

h(2t — 1), L<: <1, 

以 及 

FOH), EEE 

р ú 1 3 
(вА) = 4800 — 2), о Фа, 09.17) | 

hdt — 3), T<: <1, 


在 (9.16) 与 (9.17) 式 中 , 仅 有 参数 化 的 方法 不 同 , 故 (f/f，g)， 且 与 
Jf ` (g * h)Ë& T F| — F] f 2: , 
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{Cf + g) * h)) = UJ ° СЕА). 
2. 证 明 , 常 值 映射 (不 变 闭 合 曲线 ) 


(9.18) | 


Cli) 一 ze (O< 1) (9.19) 
确实 具有 单位 元 te} 的 性 质 . 
[提示 : 设 f 1} Жл, ,/@),0<<1, 
JO) = fA) = x; (9. 20) 
则 有 
Tor <: <, 
C • f = (9. 21) 
f (2t — р), L<: <1, 
fO, O<: < 5, 
ЈС = (9. 22) 
Tos ч! 
(9. 20). (9. 21) 5 (9. 22) 式 的 区 别 仅 只 参数 化 不 同 , 因 此 
(C. f) = (f - C) = (C) = {e}, 
Pp 
(C). {A} = (f): {C} = (С) = (е). — 09.23) | 


3. 证 明 对 于 每 一 同 伦 类 闭合 曲线 {/}), 均 有 北 元 {f° ) 存 在 ， 


[提示 ;定义 /1G) 二 f(1 一 1) ,由 此 可 见 ， 


ft), EEE 


JG) + Ja) = I 
f (2 一 2t), x <S !< 1, 


fa 20), 0<:<5, 
іа) + fG) = 
fO 2t — 1), > < t<1. 


(9. 24) 与 (9. 25) 式 之 不 同 , 仅 在 于 参数 化 ,可 见 
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{зе ‚у= T O), 


(9. 26) 
(Лу. (/ 1G)) = Р) e E. 
再 定义 同 伦 ЕЧ ,хж),хЄ1=[0,1|: 
ftr), 0<:< 5, 
F (t,z) = (9. 27) 


fxr — 2їт), 5 <: <. 
显然 ， 


Е(0,х) = f(0) = z, = Ё(1,х), (9. 28) 
FG ,1) = fOr) = fG) + f 1 (t. 
由 此 可 见 , 三, f 1 与 C(t) 属 于 同一 同 伦 类 ， 
РРА) = Р e i = (С) == (е). (9.29)| 
4. # x, 与 zz 为 拓扑 空间 了 的 一 条 连续 路 径 相 连接 的 两 个 
点 ， 则 有 “路 径 同 构 ”的 性 质 ， 
П,СТ,х,) = П,СТГ,х,). (9.30) 
[ 提示 ; 见 图 9.4. 令 po;7T- 一 =T 是 条 路 径 
и = xz ,0(1) = х, 


es = } (0) = r, = СО), 


(9. 31) 
o) = р(1 — t) 
/Чч:) Р) 
(2 e Р 
м g— 
2 х X T Х| x2 — xi 
Р р 
fe) (ор) (Co ' *Ј) "р 
(а) (Ь) (с) 
图 9.4 路 径 同 构 
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Ж f(1) 是 以 Xl 为 基点 的 闭合 曲线 , 如 图 (c) 所 示 , (о + f) ° 
o W) Z Z z, 为 基点 的 闭合 曲线 .定义 由 了 (T,X) 到 П, СГ, z) ®] 
映射 为 6, 则 
ELS} = {0 + f) p},(f} € HT ,zx). (9. 32) 
由 于 群 的 结合 律 ， 

(Сед) А} = (f ° (g*h)y= {fegh}. (9.33) 
ж] (рр) = (СО) =}, {р ,* po) = (CG)==x;), Eg 2 9) 0 
DT) BDT, rD hA. ЖЖ Ж\ f(t)、g (6 П, (Т, 
n) BA 

ECUS} ° (g))= EUS -e g)) 

= ((@e + f -g)p} 
= (P + f ° g ° p) 
= (01.37 0р р.р р) 
= {pP efe p} (р рр} 
= E(f) - €((g)). (9. 34) 
由 此 可 见 ES? ° EDS=EUID + €((g)),Bk 3 ELSAN. 
AELH IH (T ,z,)39) H I CT, z.) 69 4 7, 
7((a)) = ((p +a) p l) = (p+ a. рт!) 
({0) Є П, (Т, х,)), 
则 对 于 {f}E I1(T,zi) 应 有 
7,ё({/})= m((o"' f ° p)) 
= {pep J op) 
= (р.р). (J) o {о p 1) 
= {f}, (9. 36) 
TR 2 Š 65 32 Qk 3.7 ° ë Ж T, CT ,,z i) LARE, ЕЊЕ + 7 
Й) H (T ,z;) k 6) + Ж. 因此 , 同 态 映 射 £。7 实质 上 是 同 构 
映射 , 故 如 题 云 . | 


(9. 35) 
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$9.3 李 群 的 拓扑 性 质 


1. 拓扑 群 


将 拓扑 空间 的 概念 与 抽象 群 的 概念 结合 起 来 ,并 且 满 足 一 定 
连续 性 要 求 ,就 得 到 拓扑 群 的 概念 . | 
ЭЖ Н (С, т), ЖР ЖЕЕ ЖЯ m НЯ 


G x G— G, (9. 37) 
确定 抽象 群 的 群 结构 . 对 于 同一 集合 C, 给 定 一 个 拓扑 r, 构 成 拓扑 
空间 了 =({(G,r}, 形 成 拓扑 结构 . 若 群 运算 在 拓扑 空间 是 连续 的 ， 
即 

V g g €C G ЖАА g. ° g; 的 每 一 个 邻 域 Us ,存在 g, 与 g; 
的 邻 域 U, 与 U,, H 
UU 1! CU, (9. 38) 
则 {G,r) 定 义 一 个 拓扑 群 . 
拓扑 群 可 以 是 连续 的 ,也 可 以 是 离散 的 . 
例 1 设 有 限 群 G=(e,a,5),e 为 单位 元 素 , 其 乘法 表 为 w。a 
一 0,0。0 一 0 4。0 一 0。4 一 e. 令 下 列 开 集 合 ( 或 邻 域 ) 作 为 C 的 一 
个 拓扑 
(BG} {e} {a} (ea {e,a,b) 
О, U; U; U, U, 
容易 验证 ,此 拓扑 满足 拓扑 空间 的 要 求 . 
HERB 0—0. =a, ”二 5b, 则 a，a =e 存 在 于 邻 域 U, .U 
和 U; 中 ,a 存在 于 UV U4 与 Us 中 ,而 a ' 仅 存在 于 Us 中 .此 时 
gi ° g+ =e АЭ О, =0,. 8 Ж 0,05 = (UU; UU; U; ° 
О.) СО, WERE SK AN ЩЕ. 这 样 定 义 的 拓扑 不 构成 拓扑 群 . 


例 2 例 1 中 ,定义 以 下 开 集 合 组 成 群 С 的 拓扑 
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(Z) (e) {a} {b} (e,a,b) 
U, U, U, U, U, 
此 时 满足 连续 性 条 件 , 故 构成 拓扑 群 . 
例 3 实数 轴 上 的 拓扑 定义 的 实数 加 法 群 是 连续 拓扑 群 . 
GL(n,C) 群 的 nn 参数 可 以 视 为 n* 维 复 欧 氏 空间 或 222 维 实 
欧 氏 空间 的 点 ,这 样 容易 定义 相应 的 拓扑 ,使 得 GL(n,C) 成 为 连 
续 拓 扑 群 . 
一 般 而 言 , 者 以 元 素 本 身 作 为 其 邻 域 , 则 这 样 定义 的 拓扑 ,可 
以 使 任何 离散 群 变 为 拓扑 群 . 但 我 们 的 兴趣 在 于 研究 连续 拓扑 群 
的 性 质 . 


2. 拓扑 群 的 同 构 


两 拓扑 群 的 同 构 的 条 件 有 两 点 :抽象 群 同 构 , 拓 扑 空间 同 胚 . 
注意 ,抽象 群 同 构 ,可 以 具有 不 同 拓扑 结构 ,因而 不 同 胚 . 不 同 
构 的 抽象 群 , 也 可 以 赋予 相同 的 拓扑 结构 ,具有 同 胚 的 拓扑 空间 . 
КЕ (С, т, rz) 的 拓扑 子 群 (五 ,mm,r) 满 足 两 个 条 件 : 
(1) (Hm) АНА SE (G m) B) f Ж: 
(2) {于 ,r+} 是 拓扑 空间 {G,r) 的 封闭 子 空间 . 
例 4 抽象 整数 加 法 群 是 抽象 实数 加 法 群 的 子 群 .但 是 整数 
加 法 群 并 不 构成 实数 的 自然 拓扑 的 闭 子 空间 . 事实 上 , 设 YnEZ 
RARA) EU 则 区 域 {x 一 e 过 xn 过 n 十 e} CU(Ce>>0) 中 必 包 含 非 
整数 . 因此 ,整数 加 法 群 不 是 实数 加 法 群 的 拓扑 子 群 . 
不 变 拓 扑 子 群 (正规 子 群 )N 是 拓扑 群 G 的 这 样 的 拓扑 子 群 : 
V gEG, 有 
g ‘№ = N. (9. 39) 
对 于 拓扑 群 G 来 说 ,其 中 心 就 是 抽象 群 G 的 中 心 , 记 为 Z.2Z 中 所 
有 元 素 V z € Z ,都 有 性 质 ( 必 为 阿 贝尔 不 变 子 群 ) 
zg = gz (V zg 6 С). (9. 40) 
对 于 连续 的 半 单 纯 群 ,不 存在 连续 的 阿 贝 尔 子 群 , 故 其 中 心 必 是 离 
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ВК АЈ. 
例 $ 50702) ЮФ 2, (1, —1), 8 


1 0 —1 O 
s= 17| o a 
0 1 0 一 1 


CrGaC) 的 中 心 是 单位 和 矩阵 任何 整数 倍数 , 即 Z = CAF) 926 
限 集合 . 


3， 陪 集 空间 、 商 空间 


我 们 已 经 熟知 抽象 群 G、 商 群 . 不 变 子 群 H 的 概念 . 商 群 G/N 
АЖ АЛАУ РЕ H ҤЕ E „Н.Ж jj Ф\)= Н = X. G 到 G/H 


的 映射 一 >g 玉 ,由 此 得 到 的 同 态 称 为 自然 同 态 或 正则 同 态 . 
例 6 G=SU(2),H=2,, 


SrJ(2) ——> SU (2) /Z, 
是 a>1 的 同 态 . 

现 赋予 商 群 以 拓扑 结构 . 车 G 为 拓扑 空间 , 则 С/Н 称 为 陪 集 
空间 . 设 $ 为 G>G/H 的 自然 映射 , 则 可 用 如 下 方法 定义 商 拓 扑 . 
即 要 求 映 射 $ 满 足 , 当 生 仅 当 $1(U) 是 G 中 的 开 集合 时 ,G/ 瓦 中 
的 集合 U 才 是 开 集 合 . 如 此 即 能 保证 G/H 是 拓扑 空间 , 称 之 为 商 
25 [В]. 


4， 齐 性 空间 


É G 为 拓扑 群 ,Y ЄС, 
Tiigi — gg. Tii: 一 525 (9.41) 
分 别称 为 群 元 g, 和 g, 的 左 平移 和 右 平 移 . 任 何群 元 gig RE 
以 通过 左 . 右 平 移 互 换 : 
g: = Tig: = БЕ 或 8. = Тер = Б.Е. 
由 此 可 见 ， 
Ti:g = B281! 或 TE = gi EB- 
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群 运算 的 唯一 性 和 连续 性 ,保证 由 国定 元 素 定 义 的 左 平移 和 右 平 
移 都 是 由 G 一 一 G 的 同 胚 映射 . 

所 谓 齐 性 空间 是 指 这 样 的 拓扑 空间 ,其 中 任 一 点 都 可 以 通过 
G 的 一 个 元 素 上 映射 为 另 一 个 任意 点 . 显然 ,任何 拓扑 群 均 为 齐 性 
的 . 这 就 保证 群 G 中 任 一 点 的 邻 域 的 局 域 性 质 , 可 以 重 现在 C 
中 其 它 点 中 去 .我 们 以 前 讨论 的 单位 元 的 邻 域 的 性 质 ,可 以 推广 到 
EF G ri T AR SA BJ S PQ. 不 难 证 明 , 商 空间 G/H 也 是 齐 性 空间 . 


5. 拓扑 流 形 


如 有 果 拓 扑 空 间 ТГ, 中 每 一 点 都 有 一 个 邻 域 , 同 胚 于 欧 氏 空间 
E, 中 一 个 开 集 合 , 则 称 此 空间 了 ,是 局 部 欧 氏 空间 . 如 果 了, 是 一 
个 连 表 的 局 部 欧 氏 空间 , 即 称 为 拓扑 流 形 . 拓扑 流 形 必然 是 局 部 肾 
致 的 . 

一 般 拓扑 群 , 当 其 拓扑 空间 是 拓扑 流 形 时 ,就 称 为 李 群 . 由 此 
可 见 , 李 群 必然 是 局 部 紧 致 与 局 部 连通 的 . 如 果 拓 扑 流 形 是 实数 域 
上 的 , 则 相应 李 群 是 实 李 群 ;如 果 拓 扑 波形 是 复数 域 上 的 , 则 称 此 
群 为 复 李 群 . 


6， 实 单纯 李 群 及 李 代 数 


几 个 实 单纯 李 代 数 的 复 扩 张 , 如 果 同 构 于 同一 复 李 代数 ,只 有 
一 个 紧 致 李 人 代数, 此 时 其 基 林 形式 是 负 定 的 . 复 单纯 李 代 数 记 为 
4., 相 应 的 紧 致 实 形 记 为 А. 


例 7 so(3,C) 的 紧 致 实 形 为 so 《3), 其 基底 满足 下 列 对 易 关 
系 


[zx;, =; | = ErTk (1,7,R = 1,2,3). (9. 42) 


进行 基底 变换 
1 0 0liz) 
= : i . 四 , (9. 43) 
0 0 jiz 
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则 新 基底 4) 满足 对 易 关 系 
Е? ‚Уу; | — —— Уз, Ly: ‚Уз J = У]; | Уз У] = y (9.44) 
E IJJ pR АЕ Ж Н А265 (0 so(2,1), 5 so (3) A А. so (3) 与 
5002,1) 959 52) 5] so(3,C). 
ТЕ (9. 43) 式 中 ,变换 窍 阵 还 可 取 


1 O 0 1 0 0 
Р = 0 i 0 或 D= 0 1 0|, (9.45) 
0 0 1 О 0 1 


得 到 另外 两 个 ;oC(2,1) 同 构 的 李 代 数 . 
注意 ,利用 (9. 43) 式 再 进行 基底 变换 ， 


zı 1 Yı 1 у} — T] 
z, | = i Уз | == jiy | <= | — x, |. (9.46) 
2:3 lj (уз) | (33 Tz j 


易 证 
[ж,®,] = Eiza (i,j,k = 1,2,3), (9.47) 
即 又 回 到 so(3) 代 数 .利用 (9. 45) 式 给 出 的 万 连续 变换 两 次 , 亦 有 
相同 结果 .我 们 这 样 给 出 的 万 ,给 出 so (3) BJ — + x £ H ЛХ 
Ж. 
И Ж L E А; 的 对 合 自 同 构 (适当 的 基底 变换 总 可 使 其 对 角 
化 ) ,了 为 nXn 单位 矩阵 ,可 以 证 明 , 只 有 当 变 换 和 矩 阵 为 


D= VL = 11у „11 (9.48) 
时 才 会 得 到 不 同 构 的 新 代数 ,注意 
L= 1, D. = I (9.49) 


显然 ,变换 矩阵 的 对 角 元 素 只 可 能 是 1 或 
由 复 半 单 纯 李 代数 A, 得 到 其 实 形 完 全 集合 的 法 则 : 选 定 使 也 
对 角 化 的 基底 ,构成 A; 的 所 有 不 等 价 的 对 合 自 同 构 . 然后 用 i 去 
Жж A; 中 所 有 与 工 的 本 征 值 一 1 相对 应 的 基 矢 ,其 它 其 矢 不 变 . 这 
样 得 到 的 新 基 矢 集合 ,新 是 相应 对 合 自 同 构 的 那个 实 单纯 李 代 数 
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BJ Ж ЈЕ. 
58 sol3,C) 的 实 形 so(3) 相 应 的 不 等 价 的 对 合 目 同 构 是 


— 1 | — 1 

L == — 1 , | — 1 , 1 , 
1 — | — 1 
(9. 50) 
相应 的 变换 和 矩阵 是 
1 1 1 

D = i | 1 ; 1 | (9.51) 

1 1 


l 


相应 的 实 单纯 李 代 数 yo(2,1) 的 新 基底 分 别 是 


>, iT] 
T 一 z ; Уу = 17; ° 
23 Уз 
x, Li 
y = liz|, y= |z (9.52) 
17; IT. 


为 便于 查阅 ,以 下 给 出 各 种 李 代 数 的 实 形 及 其 矩阵 表示 ， 
(1) sn C) 的 实 形 ( 复 扩张 为 An) 

(а) su(n):sl n С) ЖЗ Ж. n Br JS ЕЕ, Н TrZ= 0. 
(b) s 2,R): 所 有 2 KEER X Tr X—0. 

(c) su[(p,q)(0+-q= n, pq), R BE 5) 


Ži Z: 
L = 


b 


Z; 23 
其 中 Z, 与 Z, 分 别 为 p 阶 与 g 阶 的 反 厄 密 矩 阵 , 且 TrZ,+ TrZ,= 
0. Z, ЖЕЖ. 

(2) sol2n 十 1,C) 的 实 形 ( 复 扩张 为 B,). 

(а) 50(2п +1) Ж 33И 50, EREA 2n 十 1 ЗБ АЖЕ ЕРЕ. 
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(b) so(p ,g)(p+g= 2п +1, pq) , E E Х 为 2п + Í И, 
Хх, X, 
x = |. 
z X, 
Ж X, 5X риу ВЗ K SPK EE X 是 任意 的 . 
(3) sp (2п,С)Ю 3 (C, 代数 为 其 复 扩 充 ). 


(a》sp(2n) 紫 致 实 形式 ,其 矩阵 


2А 23 
Z = 


Z, —7, 
为 2п 阶 和 矩阵 ,Zi Уп REEE, Z 和 Z, ДУК ЕЕ. 
(b) sp (2n,R), 其 矩阵 形式 为 


X, a 
X = , 
Xs 一 X, 


为 2п МЗЖ РЕ, Х,.Х, 5 X3 均 为 л 阶 实 矩阵 ,其 中 Х, 与 Хз 为 
对 称 的 . 
(c) sp(p,9) (р +а = 2п, р29, р.а 为 偶数 ), 其 矩阵 为 2n 阶 
F IE PE o JÉ AN 
Zn 212 213 214 


Z, Z, Z. Z, 
一 Zi 214 Zn 一 Z 


+ 


Zi 一 2д 一 2% 225 
其 中 Z; bJ J BO yB BE ,Zu 和 ZE p WERE, ZM Zu 是 рхо 矩阵. 
Zu 和 Zw 是 反 尼 密 的 ,Zi 和 2Zw 则 是 对 称 的 . 
(4) so(2n,C) 的 实 形 ( 复 扩 张 为 D,). 
(а) son) RAKERA, HEREA 2n 阶 实 反 对 称 和 矩阵 . 
(b) ѕо(р,9) рд = 2п,р22а), ЖЕЕ H 
X X, 
X = , 
М М 
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是 2п REKER, HP X, 与 X, 分别 为 p 阶 与 g ИПБ EER, 
X, 是 任意 的 . 
(с) so` (2n), HEE X 
-z z 
Z = , 
; — Z; Z, 
是 2n NAER, RP Z 与 Z, 是 nn NAER, ЖУЛ, Z, 
则 是 厄 密 的 . 
以 上 复 半 单纯 李 代 数 的 实 形 , 实 际 上 给 出 实 李 群 的 分 类 . 表 
9. 1 列 出 经 典 实 单 纯 李 群 的 分 类 . 
表 9.1 经 典 实 单纯 李 群 


А„-, SU (n) tiri ++ +, 
SU (pq) 一 >} тт + У) хь} 
{ып ] й == ф-+ | 
(к, ИГ 
SU ` (2n) тү, *®я+®я-+ 1 Z >n Zx+ 1 „Ж?п+ 
— zj 一 
2n 十] 
В, ОС2я+ 1) > zz 
i=] 
Ë 2 十 1 
5ОСр,9) Yz- Š) zi 
=] k= pp 十 
C, Sp (2n) xiy xy T +E Zin- Y2n 
5рС2п, R) дууг — T2y1 t 2-1 Уа 
туул + ` + n — "和 
Sp lpg) 132 271 工 2n 一 1 了 2 
— жуу 一 多 一 yp 十 Tp+1Y2+1 十 а Yin 
2n 
D, SO(2n) > x? 
{= | 
Р 2п 
5ОСР,9) — >z + У) =} 
=] k= p-+1 


2а 一 


2п 1 
SO * (2n) > 12 和 >, (ziti — Ziti) 
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# 9. 2 给 出 复 半 单纯 李 代 数 的 同 构 情 次 . 我们 看 到 , 同 构 主 要 
发 生 在 低 维 代数 . 反映 在 实 单纯 李 代 数 的 同 构 关系 是 
(1) su(2)—so(3)—sp (2)— su" 
(2) su(l1,1)~so(2,1)~sp(2,R)~si(2,R). 
表 9%.2 复 半 单 纯 李 代数 的 则 构 


1 АУ Вус 

2 Вз~ Сз 

3 D:~ AA; 

4 As— Рз 

5 so(6,2)—so* (8) 


(2) so(5)—sp(4), 
so(4,1)~sp(2,2), 
so(3,2)—sp(4,R). 

(3) 3004) ~зи(2) зи (2) ~~ѕ003)  Әѕо(3) ~sp 2) sp2), 
so” (4) ~5и02)%05 (2,8), 
5063,1) 7~~51(2,С), 
so(2,2)~si (2,R)Ðsi (2,6). 

(4) su(4)~—so(6), 
su(3,1)~so" (6), 
ѕи" (4)~so(5,1), 
si (4, R)—so(3,3), 
su(2,2)—so(4,2). 


7. 通用 覆盖 群 


对 于 任意 多 连通 群 C, 总 存在 唯一 的 一 个 单 连通 群 和 ,使 G 可 
以 同 胚 映射 到 G 上 去 , 则 C 称 为 G 的 通用 覆盖 群 


群 G 的 中 心志 所 包含 的 一 个 不 变 的 离散 子 群 玉 , 使 各 局 域 司 
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H F G/K. 反之 ,对 于 一 个 单 连通 的 李 群 C, 存 在 一 个 连通 的 局 部 
同 构 的 李 群 集合 卫 , 其 通用 覆盖 群 就 是 C. 由 避 的 商 群 C/ 民 可 以 
得 到 集合 下 的 所 有 成 员 . 商 群 C/R 的 中 心 就 是 2Z/K.CG/K 的 基本 


#ОП,(б/К)-—- (ЕЭК. 
例 9 SU(2) 群 的 中 心 是 Z,, 因 此 SU(2)/Z， 局 部 同 构 于 
SU (2). BZ E 
SU(2)/Z, ~ SOG), 


SU (2): SO(3) 的 覆盖 群 .这 里 G—=SO(3),G= SUC2) ,K= zZ.. 


10 设 G=SO(2), 其 通用 覆盖 群 C=R( 实 数 加 法 群 ), 由 
于 
H. GSO(2)) = Z( 整 数 集 合 ) = 2. = K, 
所 以 


G/K = R/Z. ~ G = SO(2). 

在 经 典 李 群 中 ,SU(e 十 1) 和 .Sp(22) 是 单 连 通 的 ,其 覆 善 群 就 
ER AF. SOn) (az>2) 是 双 连 通 的 ,对 应 的 覆盖 群 叫 旋 量 群 , 记 
为 Spin(n). $рїп(2)%И 1 SO (n) К. 9. 3 表示 局 部 同 构 紧 致 
李 群 C 的 集合 及 其 通用 覆盖 群 . 


表 9. 3 
SC 十 1) +! SUG(I+1)/Z a I  SUG+1)/K 


Sp(27) 7, SP(21)/2Z; 


Spin(27 二 1) < 
гуа Z, 


ГУЕ ZjÁAx Z; 


Spbin(21+-1)/Z,= SO (214+-1) 
Spin(2!) Spin OD Z ZSO LD 


SO (21) / Z, 


G——rs | 
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99.4 高 次 同 伦 群 及 其 初步 应 用 


基本 群 I,(G) 是 研究 紧 致 李 群 G 的 整体 性 质 的 重要 工具 ,也 
是 判断 群 的 连通 性 的 重要 度量 . 

І II (SUC(2))=0(Bl H 8 B iv JU 35), 

П(О(3)) = П, (50 (2)/7,) = Zs,( 模 为 2 的 整数 集合 ). 

这 表示 SU (2) 是 单 连通 ,0(3) 则 是 双 连 通 . SU (2) 与 O(3) 有 2 
—1 的 同 态 映 射 . 

例 2 判定 非 阿 贝尔 - 黑 格 斯 模型 的 涡流 CVortices). 模型 的 
AiE O= pg, H A 0<0<2п7,0 为 极 角 ;wm 为 真空 期 待 值 ; 
п 则 是 整数 . 相 因 子 构成 U(1) 群 , 即 映 射 到 5S! 的 群 .映射 的 类 

II, (U (1)) = IL (SO(2)) = Ц,(5') = Z. (9.53) 
即 人 允许 有 携带 通 量 8, 二 n@1(x 一 0, 十 1,…) 的 涡流 存在 . 
若 模 型 的 整体 对 称 性 是 SU CN) 或 SU(N)/N, 则 由 于 
I (SU (N)) = 0, (9.54) 
或 
(SU(N)/Zwn) = ZA N 的 整数 集合 ) ， (9.55) 
具体 选用 (9. 54) 还 是 (9. 55) 式 ,取决 于 黑 格 斯 场 的 表示 . 车 用 
(9. 54) 式 , 则 模型 没有 涡流 解 ; 若 用 (9. 55) 式 , 则 模型 有 N 种 不 同 
通 量 的 涡流 解 
Ф, = пФ, (п= 0, + 1,--- ÑH N). 


1. AA ICT) 


* R n ЛЖ P'aIx IX XIa 项 ), 或 写作 
P = (t= (tit. est, JOX t A1, = 1,!,n}. (9.56) 
其 边界 
I = (tt, stn) №, = 0 nk 1) 
„ G= lyen) ` < (9.57) 
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ТЕ ЗК E З И Gdentified). Г" КЕЗИ n 维 球 S". 设 连 续 映 
Я} f GQ), fs 
六 一 一 人 (拓扑 空间 )， 
а. Є T (yo 为 固定 点 )， 9.58) 
这 里 得 到 的 具有 固定 点 SOLI) = y 的 上 映射 (闭合 “曲面 ”) 同 伦 类 ， 
构成 一 个 群 , 称 为 第 n 次 同 伦 群 , 记 为 LCT). 
实际 上 ,可 令 映 射 (9. 58) 式 的 集合 记 为 F(T , yo). 
ТЕ F,CT, yO W AERE ~y” P, RF FT, yo) 的 两 个 元 
Ж f(t)、g (1) ,存在 连续 映射 A, WE XIT, Вр h(t, t i 
Z) 可 使 
һҺї\,+,1„;0) = ft, ,,)), 
fe == g (tl, z.) 
һә, t.) € T (9.59) 
以 及 
hC ss fz) = у, (iset) € A,r € D. (9.60) 
MERIO ORA З #fr н , те E 
f Z° g. (9.61) 
在 集合 F(t ,yo) 中 与 元 素 f 同 伦 的 所 有 元 素 构 成 一 个 同 伦 类 , 记 
为 {f). 形 如 {f} 的 所 有 同 伦 类 的 集合 记 为 ICO , yo). 
在 集合 FT, yD PELRA”, 


J C2tistas estn), 0а, 
JG) ° g(t)= (9. 62) 
8g (2t1—1,ts, i t.) + <<. 
然后 由 yo) 的 运算 ° “导出 UT y) Е #25 ж.“ ° ”, 
J} (g) = (f° g). (9. 63) 


可 以 证 明 集 合 了 , (7T,y,) 在 运算 “。” 下 构成 一 个 群 , 即 以 y。 
为 基点 的 第 n KEER П, СТГ, y). 可 证 明 它 与 П.Т, yo) 的 情况 
完全 相似 . iE Rf (7 76 58 (е) == (С), СО) = x. {/} 的 道 元 是 
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{ff ,而 
Г, ts} = JA — tit et,), 
(I, t. s t € 1". (9. 64) 
HF II, CT, y.) JF A B R. 
若 拓 扑 空间 了 是 路 径 连 通 的 ,而 点 yi,y;ET, 则 与 П, 的 情况 
一 样 ,可 以 证 明 了 (7 ,zi 与 了 (7,z) 路 径 同 构 . 因 此 对 于 路 径 连 
通 的 拓扑 空间 ,存在 与 基点 无 关 的 抽象 的 第 ”次 同 伦 群 ,以 后 记 为 
П„СТ). 
LORETA HA.: 
(1) #С 为 拓扑 群 ,其 单位 元 为 e, 则 I,(G,e) 是 阿 贝 尔 群 . 
(2) 各 了 为 任意 拓扑 空间 ,对 于 п222,П, (Т, у.) Æ Ф. 
(3) Æ SH n 维 球 , 则 
k<~n,H(S")= 二 40} ( 仅 有 单位 元 的 平庸 群 )， 
k>1,1(S')= (0), 
п-®1,П„(\5")=7, (整数 加 法 群 ). (9.65) 
(4) ET ЕЖ y 点 不 动 的 同 伦 变换 下 是 可 以 压缩 的 
(contractible) , 则 对 2 之 1 ,有 
| H CT',z,) = {0}. (9.66) 
如 实 轴 及 .一 个 区 间 、 任 意 欧 氏 空间 、. 欧 氏 空 间 中 的 凸 集 合 , 等 等 . 
在 表 9. 4 中 我 们 列 出 与 物理 学 关系 较为 密切 的 若干 同 伦 群 ， 
供 读者 参考 . 
表 9.4 不 同 流 形 的 同 伦 群 表 


N> 3 
U(1) |SU (2) SO(3)  SO(4) | SOG) 
IT, SU(N) 
0 0 Zo Z° УА, 
0 0 0 


应 用 示例 一 一 周期 真空 理论 . 
设 A (a 二 1,2,3;i 二 1,2,3,4) 为 G==SU(2) 的 杨 -米尔 斯 场 ， 


lim Е = 0, lim Н° = 0, (9. 67) 
t— + c° 1—= 4 со 
(系统 的 始 态 .未 态 处 于 真空 ) 
其 中 场 强 张 量 为 
JAS 
E; 一 Ж ° 


s H, = 8А — 8А + САА, СЫЕК) (9. 68) 
因此 纯 规 范 项 是 
4i(z) = ів 7!(х)дут(х) (z€ 5%, ЄС), (9.69) 
Хх E Б 


А, = J AST, (9.70) 
RP ° 为 群 C B P B8 $E РЕ. T ЛУ Ж ДОЛ RRA 
. dA,(r.t) _ 
Hm ЖР = (9.71) 


当 |zxz|->oo 时 ,不 管 什 么 方向, 群 元 g (zx) 都 趋 于 同一 群 元 , 即 空 间 
的 无 限 远 处 对 应 于 确定 点 .由 此 可 见 ,我 们 应 有 同 伦 5° 一 一 G( 等 
ft >G). 这 里 可 以 利用 
H,(SU(2)) 一 了 (39 ) =Z (整数 群 )， 
此 式 表 明 存 在 离散 的 拓扑 不 等 价 的 无 穷 多 真空 态 , 可 以 记 为 in). 
Z。 一 人 人 2) ,其 中 整数 ”此 时 称 为 覆盖 数 (wrapping number). 
可 以 证 明 ,对 于 规范 变换 
A, — ШАШ +10790, 
а = ехр{1А4°(т)т°}). 

A А (0) =0, 34 |х| = оов, |n) НЕ А HE 107) 真空 
Z ВЈ. 2 Z , ц |= | = +оо, А Сс) 50, ШУ Ж| ЖЕ ИЗ Ж 
的 真空 : 


(9.72) 


Т (п> = |n + 1), (9. 73) 
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其 中 规范 变换 算 子 了 具有 人 性质 
[T,H] = 0, (9.74) 
即 能 量 本 征 态 即 其 本 征 态 .由 于 了 人 的 和 公正 性 , 故 其 本 征 值 为 
e OSIS). 邻 真实 真空 本 征 态 为 19》, 即 
Т |9) = e™*|0), (9. 75) 
这 里 0 为 运动 常数 . 它 可 以 表示 真空 的 周期 性 . 真空 10 因此 又 称 0 
真空 ,可 以 表示 为 覆盖 真空 的 组 合 


|) = У е" |а). (9. 76) 
实际 上 ,由 (9.76) 式 有 


TIO = >) Tjin) = D 'e”|n + 1) 


= e У) ittota + 1) = ее |0), 


回 到 定义 式 (9. 75). 
在 不 同类 真空 之 间 量 子 隧 道 效应 , ЛУНЕ xÉ TE EB C Ht S АВ) 


(m |е‘ |ә) ас ва = у, + Olg?) + T 


(这 里 ç 为 强 耦 合 常数 )， (9.77) 
此 振幅 由 所 谓 瞬 子 (Instaton) 解 确定 . 瞬 子 解 的 存在 导致 真空 态 
重新 定义 . 
对 于 G=SU (3), а Т П,05003))=П,(5002))=2, ИЕ Ө 
真空 理论 大 致 不 变 . 
例 3 对 于 SUDAH, JL Pk Ef л ВЕ 


Z= a+ 106 с+ 1а | (9. 78) 
—с +14 а— ib 
显然 具有 性 质 :Z! 二 Z ,detZ=1. detZ=1 就 是 
а +6 Бс + а? = 1, (9. 79) 


这 一 条 件 等 价 于 SS .由 此 可 见 , 对 应 映射 50702) —5°, 
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1,050 (2)) = П,(5%) = Z. (9. 80) 
此 式 表明 在 SU (2) 9 Yang-Mills 理论 中 ,确实 存在 无 限 多 个 拓扑 
不 等 价 的 真空 


$9.5 相对 同 伦 群 与 正 合 序 列 


以 上 定义 的 高 次 (tn 二 1) 同 伦 群 MLT, y) EETRI f TP 
——»Т,91" 一 一 yo, 可 以 称 之 为 “绝对 ” 同 伦 群 ,其 中 ӘГ 表示 ЯЕ 
立方 体 的 界面 .将 此 和 定义 适当 推广 就 可 以 定义 相对 同 伦 群 . 绝对 
同 伦 群 是 相对 同 伦 群 的 特殊 情况 ， 


1. 相对 同 伦 群 


设 A 为 拓扑 空间 了 的 子 集合 , 且 yoE4, 若 有 了 映射 
Р.Г — Т 
I 
"ІС ЖЖ) 一 yo 
由 此 得 到 的 具有 一 个 固定 点 yo 与 集合 A 的 映射 同 伦 群 , 称 为 n 次 
相对 同 伦 群 , 记 为 HT, A, yo). 

ШЖ yo 一 4, 了 (7 ,4,yo) 就 还 原 为 绝对 同 伦 群 CT yo). 同 
时 ,由 于 4 是 拓扑 空间 了 的 一 个 子 集合 ( 子 空间 ) ,因此 ICA, yo) 
亦 为 定义 在 4 上 的 绝对 同 伦 群 . 

# П,СТ,А, у) +, 8 8 к УКЕ П, СТ, у). AAR 
群 的 证 明 ,请 参阅 P. J. 希尔顿 的 《4 同 伦 论 》( 科 学 出 版 社 ,1960,p17 
一 19). 有 关 拓 扑 映 射 可 直观 表示 在 图 9. 5 中 . 

显然 ,由 于 АСТ, Ж ILCA, yo 5 II. (Т, yo AS. 同样 ， 
由 于 уЄА, Ж П, (Т, yo) 与 П, (Т, A, yo 8 5. 申 于 在 映射 
六 一 (了 ,4,yo) 中 ,实际 上 已 隐 含 21 一 :映射 到 (4,zo)( 此 处 ӘР] 
=g IHP" b LT, A, yo У П,_,(А,у) |н] Ж.Ш 18 
到 同 伦 群 的 下 述 同 态 序列 : 
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Уо yo 
Уо Т yo yo T Уо 
Уо А 


(а) 绝对 (b) 相对 
图 9.5 绝对 与 相对 同 伦 群 映 射 


{ ý 
ÍL CT, As уо) 一 П„СА, ун) 一 ПСТ, yo) — s... 
e [ICT A, Yo) 一 II (A syo) 一 UCT, A, yo) 
— IIL C(A) — ПСГ). (9.81) 


ДЕ ТЕЕ Жл ЖЖ, ЕЕ у + 则 表示 沿 映 射 方向 同 伦 群 
次 数 降低 一 次 的 “周期 ”, 这 里 零 同 伦 群 Ho(T) 的 定义 是 7 了 /T,, 其 
中 T, 为 包含 单位 元 素 的 拓扑 叶 .T/T。 即 混合 空间 的 叶 数 . 
例 1 REFER A, yA, yoT, Asy >T, A, у DS th WE 
换 
ñ ICA , у) —— П,СГ,у,), 
. (9. 82) 
Jj: П„СТ,у„) —— П,СГ,А, yo), 
由 定义 显 见 是 同 态 映射 .证 明 见 例 2 与 例 З. 
例 2 设 映 射 
f: P,JI—— А,у, 
表示 EMA, yd ВЯ} fr I" ——A 有 关系 
f ~ /. 
在 此 同 伦 下 ,7T" 中 的 像 点 描 出 一 条 代表 6 ЄП, (А, yo) H Ж. 
于 是 , 广 :T",90"T 一 >A,yo RE Ela) 这 个 映像 f 可 当 作 是 下 列 映 
f ,9" 一 一 ,yo 代表 着 i(&(a)). 此 时 的 f 表示 映射 I",9" 一 一 > 
了, уо, ЖАК 1 (о). 同时 ,j 一 广 表示 如 下 同 伦 :根据 ПЛ, (А, yo E П, 
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T уо) 2 9. АЈХЕ X. , Е 1 Са) у i(€(a)), 于 是 :是 一 个 运算 同 态 . 

例 3 iW ac I, Ty) H f: ml, PT, y 代表， 
于 是 ,作为 直接 推论 ,上 /了 的 一 个 使 得 ТЮЙ АНКЕ ЖЕ € HI, 
(4,y) 的 闭 曲 线 的 同 伦 ,就 是 一 个 使 得 ГУЖВЕ А 内 而 9"” 了 的 
像 点 描 出 一 条 代表 “上 ЄП, СА, yo) ИЯ АЈА, А СЕ Cay) = 
EC Ca). 

换言之 ,i 与 j 是 关系 也;(4,y) 的 中 运算 子 同 态 . 

正 合 序列 的 意思 是 : 若 同 态 序 列 


..— G, —— G, 2с С, (9. 83) 


中 (ri 一 ,2 和) 表示 和 群 ,OIC 一,2,…) 表 同 态 映 射 ,并 且 每 一 步 
同 态 映 射 的 像 就 是 下 一 步 同 态 映 射 的 核 . 亦 即 在 映射 


с... (9. 84) 
中 ,有 
ime,_., = Kerg, (9.85) 


其 中 imo; 3 Zç В 8 Ф: RJ 19, Kere; RREA о 的 核 .注意 ， 
Img,_; EG; Kerg, € G.. 

可 以 证 明 , 同 态 序 列 (9. 81) 是 正 合 序列 .详细 证 明 见 希尔顿 的 
《 同 伦 论 》 

例 4 证 明 #П„С(А)=о0о. 

设 аЄ I, CA) ЊН 

J: Г,9"1 — А, у, 
代表 . 于 是 j (а) 由 
J: Г,а"1,9"1-——=”Т,А,›у, 

代表 ,其 中 f (7)CA. 因 为 可 以 拓扑 收缩 为 一 点 x= 
(0,0,…,0), 就 是 jia 二 0. 

例 5 WEH 4}П„СА)=0,Ж d 表示 边缘 同 态 :n 实 2， 

H,(T,A,yo) —— HI, lA, yo. (9. 86) 
设 /:1',9"І,а"І —>T, А, у RÆ «ЄП(Т, А, y). 于 是 
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FT 一 :9"7,3"7 一 一 4,yo 表示 一 个 元 素 LEI, (A, yo). 2% d 
只 依赖 于 a, 故 可 记 B==d (a). 
MW аеЄП„СТ), н 
f EPI 一 一 Т, у, 
代表 . 于 是 dje 由 
fl|Ən,29"”,29"” 一 一 > А,у, 
代表 .但 是 SOID = y, І djla)=0. 
正 合 序列 的 重要 性 质 : 
(1) ЖЖ G 是 路 径 连 通 的 , 则 有 
H(G) = 0. 
(2) 如 果 С 是 李 群 , 则 
MG) 一 《0 《 仅 包 仿 单 位 元 的 平庸 群 ). 
(3) ЮЖ G 是 单 连通 的 , 则 
II (G) = (0). 
暂且 不 证 明 以 上 性 质 . 为 了 进一步 考察 正 合 序 列 的 性 质 , 引 入 与 所 
扑 空间 全 对 应 的 陪 集 空 间 G/H, XE GEZ, HERTE, T 
要 求 一 定 是 正则 的 . 

Wë 了 为 拓扑 空间 了 (站 变换 群 C 作用 于 区 上 :VY Р, РЄТ, 

对 应 有 gEG, 
f, = g f... 
我 们 称 此 群 传递 性 地 作用 于 了 .和 群 G 不必 唯一. 

对 于 确定 1 ET, 定义 了 的 小 群 Hj:Y z€ H A gf = f' € 
Н. 显然 子 群 НСС. 我 们 称 子 群 石 /为 f 的 各 向 同性 子 群 ,或 迷 
回 子 群 sk f 的 固定 子 (fizer). 

若 f,= zf, W Hf,=zgH/f g .因此 可 以 选择 任 一 标准 元 素 / 
作为 参照 量 . 在 变换 f =g 下 ,一 切 数 学 结构 ,为 群 结构 、 拓 扑 结 
构 均 由 自 同 构 G 一 一 gGg ', H ——gHzg (不 变 ) 所 确定 , 因此 
在 同 构 意义 上 ,可 以 上 略 去 H, 的 下 标 f, 以 后 子 群 记 为 H. 

在 问题 1 中 ,证 明了 拓扑 空间 与 上 述 陪 集 空 间 G/H 有 一 一 对 
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应 的 关系 , 且 对 应 是 连续 的 . 特别 是 , 当 石 为 正规 子 群 时 ,G/ 石 就 
是 一 个 群 . 在 物理 应 用 中 , 陪 集 空间 是 序 参量 空间 . 

例 6 >F H. 

如 果 选 择 序 参 量 为 平面 上 单位 矢量 ,变换 群 为 SO(2)( 定 轴 转 
5), ЖЕЖ АҒ Ы = (е) C Ëñ {у л Ж), Ж [aj T = G/ H = 
SO(C2). 

变换 群 G 的 选择 并 非 唯一 的 .本 例 可 以 选择 G= O(2), J +B 
应 H=(E,:) (反射 群 ). 同时 G 还 可 以 选择 为 一 维 平 移 群 荆 (1)， 
则 迷 向 子 群 H 为 平移 nn，2nCn 二 0,1,2,…) 的 分 立 平移 群 . 但 是 ， 
序 参量 空间 T=G/H 最 后 均 为 SOC). 

在 正 合 序 列 (9.83) 中 , 设 拓扑 空间 工 取 作 序 参 量 空间 G/H, 
则 序列 变 为 


Я 
I, (H) — П, (С) > П,(С/Н) > П, (Н) = 


М 
"П,Н) — П, (С) — П,(С/Н) > H (Н) — 
I (H )— П, (С) П (G/H)—H;j(H)—IL, (G) (9.87) 
原因 如 下 : 取 eH = H= yo, ШТ rt É) B] Bi Ж (Оа) 55 G 中 
的 一 个 路 径 g t) 4 XJ У. 
alt) = g(t) * у = д), H. 
由 于 
а(0) = alt) = yo = g(0) yo 
= g(t)yo = g(t)H, 
显然 ,g (2) 的 起 点 与 终点 均 在 及 中 ,并 可 选择 为 单位 元 e. 于 是 路 
е g(t) 就 表征 相对 同 伦 群 I1(G, 玉 ,e) 的 一 个 元 素 . 因此 
[eGt)] € П,(Т,у,), 
pS € HT,H ,yo 
可 以 证 明 ， 


‚Че 表示 同 伦 类 ). (9.88) 
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— 


Сә БЕШСТ,Н e), 
П,СГ,у,) — П.СГ,Н,е) (п > 1). 
故 序列 (9. 83) 变 为 序列 (9. 87) ,考虑 到 性 质 (1)、(2)、3) ,序列 


(9. 87) 最 后 几 项 变 为 
(0) — П,(С/Н) — II, (HI) — {0} 


(9.89) 


— I (G/H) > ПН) — (0). (9. 90) 
i E H РЖ 
.. > (0) — Е >G -> {0}, (9.91) 
WA FGC Æ MAI). 由 序列 (9. 90148 
HG/H) — HH) — Hi(H,), (9.92) 
III (G/H) 2= ПН) — НУН, (9. 93) 


HP НУН 的 包含 单位 元 e 的 一 叶 ( 子 群 ). 5 (9. 92), (9.93) 
是 非常 重要 的 两 个 基本 和 定理 ,在 物理 应 用 中 , 即 在 求 IL, (T > 与 
11(T) 时 特别 重要 .注意 公式 成 立 的 条 件 为 G 为 单 连通 . 


[9] Й 


1. REWA T 5 G/H #— — Ë xT 2 05 X Á. 
| 提示 : 先 证 有 对 应 . E /ЄТ,еЄС.Е fH=f. 取 gEH, 则 gf= 
J —gHf= S , PR f=<—= eH ,f'<— рН. Tifi K G/H igH) 

对 应 是 1-1 69. # а,ЬЄ G, 42 a£b, m af = bf = fct——- f = 
(ah Sf lath) E Hf=H.B m b=a(a 6) k TEE aH ,ае X 
属于 陪 集 aH.a 与 0 均 属 于 同一 陪 集 ,于 是 给 定 一 个 三 就 决定 一 
个 唯一 陪 集 . 

反之 ,车 给 定 a,bEG, 且 属于 同一 陪 集 , 必 R 有 af =bf = f' , 5 
则 aJ Æbf , 则 (a 1b)€ H adb 不 能 属于 同一 陪 集 ,与 假设 予 盾 . + 
是 一 个 陪 集 决定 一 个 Р. 
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最 后 证 连续 性 . 对 于 一 个 陪 集 序列 g. H , Н X g, Ж G Ф 
一 个 收效 序列 时 ,g, 吾 才 是 收 伍 的 .因此 G/ 百 中 的 收 黎 序列 z, H 
对 应 于 了 中 的 收 笋 序列 у, = р}. AZT 中 的 收 黎 序列 可 以 用 
G/H ФАУ ЖА. 因为 车 序列 f, 收效 于 了 , 则 对 于 G 中 的 
任意 小 邻 域 UU 会 存在 一 个 大 的 整数 N, A п> Ма, ў, е, e, 
EU. 如 果 ШВА КЖ, f, KeK 表示 .此 序列 收 全 到 eK 
=K. ] | 

2. 809,90) ЖЕН (9. 92) 和 (9. 93) X. 

[ 提示; 先 证 车 


Po 


FG- {0}, 
则 9 的 像 包 括 G 的 全 体 .这 是 由 正 合 性 决定 的 . 由 于 G/G ==: t0), 
故 GCG, Ёр С = Кегф ОЖ) =G ima ( 像 ) 一 Kerm ( 正 合 性 ) 一 G， 
换言之 ,凡是 满 映 射 . 
续 证 若 
g 9 


> (0) ж F G>. 
则 Фф 为 1-1 映射 . 由 于 img = Кего, Н img =e € F, Kerg= e, ËP 
1-19. 
由 此 可 知 


9 


> (0F >—>G— {0}... 
中 ,映射 pg 必 为 1-1 的 满 映射 , 即 同 构 映射 .) 
3. 证 明 若 G 为 连续 群 ,G。 为 其 包含 单位 元 的 一 叶 , 则 G, 必 
为 G 的 正规 子 群 . 
[提示 :为 此 只 需 证 明 , 对 于 V g,hC G,,# gh-1EG. tb + G, Ф 
有 e ,故人 必 有 路 径 
Za): g(0) = e,g(t) = g, 
AG): h(0) = e,hG) = ACh! (0) = e,h-1(0) = А-1). 
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g (0)А 1 (0) =e, 

1 == Æ Go it 22 5512, 35 T е, 
但 gh C) ao 中 
终于 gh l. р gh EG, Go 确 为 G 的 子 群 . 

ЖҮ g€ G,V h€ G. £ j.G) £ G, P W ež) h thit: hO) 
=e, h(t)=h, R] gh (t)g `! A G 中 连续 路 径 , 始 于 gh (0)g = 
geg =еЄС,,# F gh Gt)g 1!= ghg .由 于 始点 ee 在 Co 中 ,由 Cn 
的 定义 ,终于 ghg EG. | 

4. Ж H=SO(2), h — jk Z= 32: B &# 66 Fe £$ М. 

[£ = ,T-=SOC8)/SOCG(2),G=SOC3). 亦 可 选择 G=SU (2), 则 H 
№ 5002) № SU (2) F F] SR, Pp SU (2) РА + $h Ж 3: РР. 设 


8/2 
Ulz, = Есоѕ0/2 + ic.sin0/2 = “ ву [K EE, 
0 e 2 
ЖФ E 22 2X2 EE, A 0 A) 
P i 
o, = . 
0 —1 


显然 Н =), Ет 4н 1% B + #. | 

5. |) Жане) Ж 28 E F) + — Ak Z. 28 É 2 , H = D. , Pp £ $ + 
轴 的 任意 转动 加 上 绕 垂 直 于 分 子 轴 的 轴 的 转动 x 所 构成 的 群 . 给 
出 相应 的 序 参 量 空间 T'. 
[ &##.G=SO(0(3),T=SO(03)/D., š G=SU(2),W H X D. # 
SU (2) 中 的 同 坊 像 , 即 包含 变换 i:z 一 一 =, 或 统 》 轴 转动 r， 


. . 0 1 0 1 
+ um =+ ia, =+ i| | Е |: 
— 1 0 —] © 
А 、 0 e2 
v(z,0) = u(z,0)Gio,) = | a | 
— e! 0 


可 以 表示 为 
Н = [{u(z,0= Ho,{v(z,0)} = Н,(о,)] 
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= (H,,H,Gos,)) = (UG),UG)66,)). | 
_ 6. НИЖ f 65 Ж О&Ж{ F| T — fk = ear H 
=D: JF EH) ARRESE T. 
| 提示 :TT 二 SO(3)/Ds. +e S 6.3638 Е 50702) =С, H ÈR D, 
在 SU(2) 中 的 同 态 映射 : 
е->- e, 
R(n, n) >+ ш(л,т), 
# P +u (n ,z)= + (Ecostr/2+i0 • nsin0/2)= +in • o,n 为 转动 
轴 的 单位 舌 量 (n,n,,n.). Ж H= (+e, io, io, +іс.), ë 5 
ул, Ж Ж F] 39. 即 HQ. 
所 谓 四 元 素 群 人 一 1117) 满足 
i = = Ë =— 1, іу = J: = kS). 
пх 8 Q=(+1,+¿i,+j,+b). J 
四 元 素 群 分 5 类 ,Ce 一 (1) ,Co= (—1),C,= {+i}, C= 
(L) CC: 一 { 士 上 ) .类 乘法 如 表 9.5. 
Ж 9.5 


(9.94) 


Cs 


Со Сз 

С, 2(Co 十 Co) 2С3з 2С; 

С 2С» 2(Co 十 Co) 2С, 
2C, 2С, 2(Co 十 Co) 


实际 上 ， re 
= (+ E, + 1o,, + 10,, + 10,)， 


RE E Ж 2х2 ŽE, 5 о, ABAE. | 


S 9.6 缺陷 与 同 伦 群 


连续 介质 的 缺陷 可 以 用 同 伦 群 极其 容易 地 描写 . 简 育 之 ,利用 
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FEZN Т=С/Н rh B! IF) 4 BE 2 ЖЕЛЕ, 27 2Š , Sh ШИ) Жа Wi) yt 
过 同 伦 群 的 乘法 表示 . 

设 有 一 平面 序 参 量 场 S$S(z,y) 二 S$S(r), 其 中 pp 点 为 奇 点 ,所谓 
ВА”, ВИТА ЕТЕ р ARR C F а 的 加 以 外 的 区 域 ， 
Sl(r) 处 处 连续 . 在 半生 大 于 4 的 圆 C 上 ,SC(r) 应 是 连续 的 . 设 B 为 
C 上 任意 点 ,将 $C(B) 在 拓扑 空间 工 中 标 出 , 令 В 在 实 空间 C EX 
时 针 环 行 一 周 , 即 转 过 2л, B' 为 B 在 拓扑 空间 的 映射 , 则 В 
T 空间 相应 环行 2an, HEP n=0, 41, +2,1. 此 时 整数 nn Щщ. 
如 图 9. 6(a)、(b) 所 示 . 


(b) 了 空间 


图 9.6 实 空 间 与 全 空间 中 的 点 缺陷 ( 绕 数 ) 


此 处 问题 的 本 质 在 于 ,在 书 点 的 极 小 邻 域 之 处 ,SCr) 的 函数 
形式 给 出 ,处 处 连续 . 我 们 可 以 根据 此 邻 域外 S(r) 的 行为 ,判断 P 
点 是 否 为 场 S(r) 的 奇 点 , 亦 即 是 否 为 缺陷 . 

图 9. 7 表示 的 是 n 关 0 的 点 缺陷 组 态 的 实例 . 令 圆 C 半径 连续 
收缩 ,就 生成 一 族 圆 周 . 由 于 SCr) 除 PP 点 外 ,处 处 连续 ,而 nn 取 值 
多 具有 离散 性 ,因而 对 应 这 样 生成 的 同一 圆 族 的 ”应 取 同 一 数 
ЇН. Ж n=e0, 1 SCr) 的 导数 必然 发 散 , 称 己 为 奇 点 ,对 应 物理 上 的 
АЮ. 

当 ”一 0, 相 应 组 态 如 图 9. 8 所 示 , 相 应 的 奇 点 是 “ 岐 点 ”实际 
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y ' УОС БМ, 
ong% 


ainal — 
(a) (Ы) п= —1 ~ 2 А) 


图 9.7 T #|8rH F IH B Wë # 9 п ЖР кд hh Da #H Ж 


从 ZÀ 


(a) (b) 
图 9.8 nn 二 0 平面 自 旋 的 组 态 


上 可 以 通过 局 部 的 调整 或 形象 地 称 “ 手 术 ”, 亦 即 “ 连 续 变 化 ”加 以 
“消除 ”, 称 为 可 去 奇 点 . 反之 ,n 关 0 的 奇 点 ,无 法 通过 局 部 调整 消 
除 , 称 为 不 可 去 奇 点 . 

我 们 先 讨论 二 维系 统 的 点 人 缺陷 ,或 三 维系 统 的 线 人 缺陷 问题 . Л. 
л 相同 的 映像 , 均 可 通过 局 部 调整 , 变 为 相同 的 组 态 , 称 为 同一 同 
伦 类 .在 工 空 间 同 伦 群 群 元 用 标志 ,而 在 实 空 间 > 则 表示 一 类 
缺陷 ,这 就 是 何以 可 用 序 参 数 空间 T 上 的 同 伦 群 群 元 对 缺陷 分 类 
的 原因 . 

同一 类 人 缺陷 可 以 互相 转化 ,它们 之 间 在 拓扑 上 是 无 障碍 的 ,不 
局 失 缺 陷 不 能 相互 转化 ,它们 之 间 存 在 着 拓扑 障碍 ,这 往往 意味 着 
耗费 无 限 大 的 能 量 . 

二 维系 统 的 点 缺陷 ,或 三 维系 统 的 线 缺 陷 , 者 相应 的 序 参 量 空 
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|] Т==С/Н ‚ЙА nj ë ЖН 


П,(С/Н) = H/H,(11,(H)) (9. 95) 
mR, AP H, A H 的 会 单位 元 e 的 一 叶 . 
例 1 平面 自 旋 . 


序 参 量 5 —ісоѕ0 + jsin@; 
变换 群 CG=T(1);Té(0)—0— $; 
ЗК 16] ## Н =4Т,„(п),п=0,1+1,+2,-6,); 


离散 群 H= {е). (9. 96) 
Н, 
| HGT = H= Z (整数 加 法 群 ). (9. 97) 
例 2 一 般 目 旋 ( 令 参考 轴 为 Z 32. 
-RTA 
S= R(n,0)Z, 


其 中 Z 表示 沿 子 轴 单 位 和 撩 ,RC(n,0) 表 示 绕 nn 轴 转 动 9 fg. 另 一 个 
等 价 表 示 是 ,变换 群 不 选择 SO(3), 而 选择 单 连 通 的 SU (2)==G， 
ДК SHARR, 

h=(S.0)=u!(n,0)0.u(n,0), (9. 98) 
其 中 oo=oii 十 o,j 十 osk 为 泡 利 矩阵 ,wu-1(n,0) 二 zn,0),u(n,0) = 
Есоѕ (06/2) 十 i(no)sin9/2 ,是 SU (2) 的 群 元 . 


ЖЕ H 群 元 
; 0 a Je 0 | 
(7,0) = Ecos(—) 十 icsin 一 一 „|. (9.99) 
2 2 0 е? 
Н 显然 为 单 连 通 群 , 故 Н,=Н,Н/Н,= 10). 因此 
I(T) = {0}. (9. 100) 
就 是 说 ,三 维 目 旋 系统 没有 稳定 的 线 缺 陷 . 
例 3 А. 


G=SU(2) ,但 迷 向 群 妃 还 包含 变换 Z 一 一 Z, 即 
+ u(y, ,x)= + [Ecos т + io,sin +J 
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0 1 | 
=+is=+| 中 (9.101) 


故 Н 包含 两 组 群 元 (2,0) 002,0), 
v(z,0) = ul(2,0) (10,) 
= | И и! (9. 102) 
— е 71/2 0 
商 群 ILC )= Н/Н,= {е,іа,), ЁШ 
П,(К) = П, = Z, ( 模 为 a 的 整数 加 法 群 ). 
实际 上 三 维 向 列 液晶 中 只 存在 
一 种 拓扑 稳定 的 线 缺 陷 , 称 为 180" 向 
错 (disclination) (图 9.9). 单位 群 元 \ | 
对 应 的 360" 向 错 , 在 拓扑 土 不 稳定 ，\ Ү\\\\ 
如 图 9.10 所 示 ,其 中 图 (a) 中 每 一 个 N NA 
分 子 显 “T” 形 ,分 子 两 端 不 可 区 分 ， “227 
是 等 价 的 . 图 (b) 中 表示 ,分 子 已 绕 垂 7 
直 于 纸 面 ,并 绕 分 子 轴 转动 ,分 子 轴 图 9.9 180* 向 错 
)⁄J 5 ЗЕ Р{. 此 时 已 变 成 无 缺陷 的 
HIS. 从 图 (a) 到 图 (b), 疝 错 通 过 第 三 维 实现 “逃逸 ”. 


А № 
Á 入 
T> 
ke F F OQ + + + ч + + 
Y | Y 
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$ 
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; 
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l- - 

а 
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чн 


图 9.10 360° E ROR 


三 维系 统 的 点 缺陷 由 二 次 同 伦 群 确定 ， 
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П,(С/Н) = ПН) = IL (H.). (9. 103) 
14 二 维 自 旋 系统 中 三 维 超 流 4TTe 系统 . HF H 是 离散 平 
М.Н, == {е}, 


П,(С/Н) = П,(Н) = H, (H) = {0). (9.104) 
此 系统 无 稳定 点 缺陷 . 
例 5 一 般 目 旋 . 


HTVU(Z,0)C H,& H E SU(2) ФАТ, Н, = H 

= {u (2,0)). 
IT(U(1)) = Z (整数 加 法 群 )， (9.105) 
此 系统 的 点 缺陷 由 正 、 负 整数 标定 . 
例 6 Кин. 
H ЮТА, Н, 3&{и(\7,0)), 5 ——Ң& H.Go,). 因此 
П,(С/Н) = H(H) = П‹Н) = 7. (9.106) 
H TV z(Z,0)€ H,.# B JN g 
Go,)u(Z,0)Go,) 1! = и(2, — 0), 
因此 x(Z,0) 与 (xz 一 20) 相应 的 点 缺陷 分 别 用 整数 ”一 ”表示 ,在 
拓扑 上 是 等 价 的 . 例如 ,以 十 n 标定 的 点 缺陷 , 绕 180° 向 错 的 回路 
环行 一 周 , 就 变 为 以 一 n 标定 的 点 缺陷 .换言之 ,向 列 液晶 的 点 缺 
隐 只 需 正 整数 标定 就 可 以 了 . 

癌 时 ,任何 偶数 2n 点 缺陷 ,分 解 为 两 个 缺陷, 令 其 中 一 个 绕 
180° 同 销 环 行 一 周 就 变 为 一 n 人 缺陷 ,与 男 一 个 缺陷 并 合 , 归 于 消 
K. 任意 奇数 2n 十 1 点 缺陷 ,通过 类 似 变 换 , 可 变 为 n= 二 1 的 点 缺陷 . 

例 7 双 轴 向 列 相 液晶 . 

H 为 两 面 群 D: 或 四 元 素 群 Q@, 是 离散 群 ,因而 

П,(С/Н) = П,(Н,) = {0}, (9. 107) 
此 时 不 存在 稳定 点 缺陷 . 

在 均匀 状态 下 有 平移 对 称 破 缺 的 有 序 介质 ,这 种 介质 一 般 称 
а k Jr ЖЖ. 可 将 上 面 理论 朴素 地 推广 (naive gencralization) 到 
明 体 介质 .但 有 关 工 作 尽 管 有 一 定 的 创意 ,但 存在 严重 问题 ,受到 
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梅林 (N. D. Mermin ) А КЕ, A ЖЖ. 但 利用 同 伦理 论 研 究 
玻璃 体 中 的 线 人 缺陷 却 取 得 一 定 成 功 ， 

玻璃 体 是 无 序 态 ,可 以 认为 是 由 内 部 无 结构 粒子 构成 的 凝聚 
态 物质 .由 于 此 类 液态 或 气态 凝聚 态 物 质 可 以 形变 的 方式 几乎 是 
无 限 的 , 故 不 妨 假 定 其 平移 操作 群 包括 所 有 可 能 的 平移 和 转动 对 
称 操作 群 , 可 表 为 

G = T (d) @sSO(d), (9. 108) 

其 中 Cs 表示 半 直 积 . 更 严格 地 说 ,G E d 维 欧 几 里 德 微分 同 胚 的 
群 . 

EIR ATR WITE TE s 


= (0) &s {0} = 
因而 序 参 кено жи но 
Т = G/H = С. 


G 的 平移 子 群 是 单 连 通 的 ,而 转动 子 群 则 不 是 . 
设 G 为 G 的 泛 覆 盖 群 ,及 ЩЫ H # G 中 的 同 态 映像 , 则 


T = G/H = G/H, (9. 109) 
此 时 G 为 单 连通 的 . 显然 有 
П,СТ) = Н/Н,, П„СТ) = П,(Н,). (9. 110) 
ЖА ж H 为 离散 群 时 ,(9. 110) 式 变 为 
IT) = Н, П,СТ) = (e). (9. 111) 


Ж, % 38 Pk T Е, H = (0) , XJ pv W — BJ 22 WW ЖШ СЕБЕШШ ШИ 
ДАЖЕЯТҒЊ H. 由 于 G BF Ж%- kE Ж E 8 J.H 5 H 的 平移 
了 于 群 应 相同 , 均 为 {10), 即 玻璃 体 中 不 存在 拓扑 稳定 的 平移 位 错 . G 
的 转动 子 群 %O(Cd) 不 是 单 连通 的 . 4=3 时 ,50(3) =SU(2); 当 
d=2 8,5002) =Т(1). 由 前 面 讨 论 , 已 知 

50(3) =< SU(2)/Z,, SOQ) х= Т(1)/7, 
即 是 d=3,H = (0)@:Z,,d=2,H=10 GZ. = >, 
р = 3) = Z,, 


UCT ,d = 2) = Z. (9.112) 
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第 一 式 表明 ,三 维 玻璃 体 中 只 存在 一 种 拓扑 稳定 的 线 缺陷 ,是 一 种 
向 错 . 

实际 上 ,玻璃 体 最 常见 的 结构 模型 是 所 谓 无 规 网 络 . 人 们 业已 
证 明 ,对 于 无 规 网 络 , 所 有 奇数 边 构成 的 环 ,都 能 由 单线 贯穿 连通 ， 
并 单线 可 以 避 开 偶数 边 环 ,自行 形成 闭合 曲线 ,或 终止 于 玻璃 体 表 
面 . 这 条 可 以 通过 任意 奇数 边 环 的 单线 ,就 是 唯一 稳定 的 向 错 线 . 
其 标志 就 是 每 个 网 络 环 中 边 均 为 奇数 ,所 谓 奇 数 性 (Oddness). 

关于 天 体 物 理 中 大 范围 (large scale) 时 空 结构 也 是 由 同 伦 群 


确定 . 在 本 质 上 ,与 有 序 介 质 的 缺陷 问题 没有 什么 不 同 , 在 此 不 作 
W A THE T. 


问 题 


1]， 试 讨论 双 轴 向 列 液 覃 的 线 缺 陷 . 

[ж ж:.С=50(3),Н = Рр, =5Ш(2),Н=0={+1,+1о.. 
十 io 1с). П,СТ)=Н=0© 四 元 数 群 ,此 类 介质 称 为 阿 贝 尔 介 
J. Q #5 А Ж#+ %®&Ж.С„={(1},С,= (—1),C, = (+ io,), C, = 
(Lic, ,Cs 二 { 土 io.) ,表征 5 类 线 缺 陷 .Co 表示 可 去 线 缺 陷 ,Co 表 
示 360? 向 错 , Cl、C: 和 Cs 表示 三 种 180° 向 错 ,分 别 相应 绕 T、y 和 zx 
轴 环 行 后 分 子 轴 转动 180°. 360° 向 错 可 以 从 第 三 线 远 选 . 相应 的 类 
来 法 表 实 际 上 反映 线 缺 陷 并 合 模 式 ，: 

Co С, С, С, 
С, С, 


Сз 


C |С, С С, С, С, 
CilC, G, 2(C,+G,) 2С, 2С, 
С, |С, С, 2С; 2 (Co +С) 2С, 
2С, 2С, 2(C,+C). | 


2. 讨论 在 柱 面 细 管 (pores) 中 超 流 1He 系统 的 点 缺陷 与 线 缺 


陷 . 
(1) 设 A 相 序 参量 可 表 为 
A, = Ad Ai (1,3 === 1,2,3), (9, 113) 


] 
L À 2 F 大 一 人 AAA) 一 一 一 
其 中 人 为 某 标 量 T> 


FE #*# Ë 65 f. 5 k $r, e=a X m, d Z B 2 = M] 65 #-1% £ +. 偶 极 相 
互 作 用 要 求 d= +e, 895 5 d # ЇЙ. 
(2) B 相 序 参量 可 表示 为 
A, = Леб. (pi = 1,2,3), (9. 114) 


(а, +iw%,)@, 与 а, 为 两 相 


Je F X 24845 ,R,, 2 = 2 £ 3 $t 32) E Ë , + 3 fh а<агссоз(———). 
G) 4 MPRE 
Аш = Ad „А, (yt = 1,2,3), (9. 115) 
1 . ] . 
其 А=———(с + az ) ,@ m, , El. а = —— ( + ), 与 为 
中 /> 1 l || 75 В, 18, В, В, 
自 旋 空间 中 两 互相 垂直 的 单位 矢量 ,磁场 重 直 于 p> B.. 
[ 提示: (1) A 相 . 在 系统 内 部 
G = SO(3) SH = Z,d—>— d; ^A —>=— Д), 
则 `" 
IH CT) = Z, ( 模 为 4 整数 加 法 和 群 ). 
在 边界 上 只 有 e 一 士 p 克 许 , 这 里 p 为 柱 面 坐标 中 单位 半径 和 拓 
Ж. 为 确定 起 见 , 令 e= p, 


A 


G = Š! X SH = Z,, 


П,СТ) — Z. 
这 里 利用 了 问题 3 的 结果 . 此 时 序 参 量 可 以 表 为 


* 参见 G. Volovik ,etal;Zh. Eksp. Teor. Fiz. 72(1977)р2256. 
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А = R7 É )R(az) — 


(x + iy), 
2 


Piye 3245 3] £, ф 322360 f 65 Җ-19 Ж. 
例如 对 于 拓扑 量子 数 МОЛ) = 2m—1 的 织 构 (Texture),24 分 
类 使 它 变 为 
N(Z) = Эт 一 1( 模 为 4). 
(2) В 相 . 车 偶 极 相互 作用 导致 系统 内 部 


T = 5) x 5°, 
则 有 
I(T) = 7. 
边界 条 件 n 二 十 p, 则 
T= S, 
я П.) =. 


此 时 边界 条 件 对 于 织 构 的 拓扑 结构 无 影响 . 
(3) А, 相 . RÆ H Z pores 的 轴 , 咯 去 偶 极 作用 ,在 系统 内 部 
Т = (SO(3) Q 5!) /5', 
利用 正 合 序列 ,可 求 得 


H (T> = Z,. 

x му X 8! 

T= =>, 
Н. 

IT, CT) = Z. 


其 实 此 时 还 可 进行 更 复杂 讨论 , 兹 从 略 ， 
3 £ П,(51х2/7,). 
П.Н) = П.С) — IL.(G/H). 
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由 此 有 正 合 序列 
П,(2,) —— H (S)! x S2) —— H (S! x S2/Z,) 
— П.(2,) — П,(5! x 51). 


但 是 
П,С2,) = H/H, = 7,, IS x 5°) = {0}, 
IL (Z,) 一 {0}. 
同时 注意 一 般 地 有 
HT XT) = IL (T) + H,T'), 
ax 


IL (S) x S2) = П,(5') + I (S) =Z. 
正 合 序列 变 为 (T= 二 S!XS?/2,) 
0o— Z— П, (Т) — 7, o. 


由 同 态 映 射 可 知 П, (Т) 2-7, & Z. 
由 于 在 二 维 球面 S: ЕШ] 5! 与 5! 的 内 积 空间 中 ,直径 两 端点 
可 以 用 路 径 相连 ,因而 是 等 价 元 素 , 应 排除 Z+, Pp 
IT, (H) = Z. | 
4. (1) Ж T = SO(3)@0S: /Z,; 
(2) R T—S!>x S!/Z;,;; 
(3) Ж Т=50(3)69051/5°; 
(4) Ж T=S1>x SX S1⁄S1; 
(5) Ж Т=5003)0)50(3)/5°; 
(6) Ж Т=50(3)б69051х5'/5'. 
求 相 应 的 П,СТ). 
| 提示: (1) MZSS), T), Z.) 
——>Пь($О(3)@5!), 
3 Pp 
0——> П,050(3) + П,(5)) — I(T) — Z,— 0 
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==> 0 — Z, + Z — ПСГ) — Z, —— 0 
= H, (T) = Z + Z. 
(2) Т=5!х5!1/7,, 
0 — Z + Z — ПСГ) —— Z, —— 0 
— ПСГ) = Z + Z. 
(3) Ж T=SO(3)@S!1/S°, 
I CS ——H,(SO(3) © SHY — П,СТ) —— LCS’), 
0 —,⁄ Z, + Z — IL, СТГ) —— 0 
= II, CT) = Z, + Z. 
(4) HCS! х5 х.5'/5') =M (S') -П,(05') + III (S! AS = 2 
+4. | 
(5) T=SO(3)@SO(3) /S:, 
HT) = H,(SO(3) + H, (SO(3)/S') 
= П,(50(3)) = Z,. 
(6) H,CT) =I, (SO(3))+ IL (S!) + H,(S1/S!')=Z;,+Z. 
对 于 了 与 全 的 拓扑 积 , 这 里 用 到 公式 
HT x Т') = EMT) + П„СТ'), (9.116) 
其 中 人工 与 7T' 为 路 径 连 通 的 索 斯 道夫 拓扑 空间 ,它们 只 有 一 个 公共 
点 у. 实际 应 用 中 还 有 公式 (对 于 并 集 TUT')* 
HT U T) = O,T) + HHT) + HT x Т"), 
n > 2, (9.117) | 
5. ТАЖ He AH, = X Bš # XS H (рогеѕ), x, 


Т = (SO(3)G9S1/Z,, à Ж- & ip Т = (St x S/Z), ЖБ 
扑 结构 . 


| 提示 :参阅 上 题 , I,(T) 二 2Z, 十 Z,1T,( 了 了) 二 Z 十 2Z. 例 如 对 于 结构 


* 参阅 P.J. 希尔顿 的 4 同 伦 论 》, 科 学 出 版 社 ,1960,p44~46.， 
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Texture, 


Lyg, 


МА = (Š + i2)exp[iO m + 7 


(9. 118) 
= хсо5(л + >$ + ysin (л + 72%, 
可 以 用 下 列 拓扑 量子 数 标定 ， 
N,(Z) =m—n— 1, N,(Z) = 2n + 1. 
若 无 边 界 条 件 ， 
N(Z,) = (m 一 1 一 1)( 模 为 2)， NCZ) = 2n + 1. 
此 时 т=0 5 m=2 就 是 等 价 了 .只 需 对 (9. 118) 稍 加 修正 ,对 于 任 


Ж ЖЖ ,Б ЮЖ T CT)=Z+Z 都 是 成 立 的 .| 
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群 论 的 应 用 在 前 九 章 中 已 散 见 于 各 章节 中 . 本 章 仍 集中 介绍 
李 群 的 若干 应 用 ,以 便 读 者 进一步 深入 .巩固 对 李 群 . 李 代数 及 其 
表示 理论 的 理解 ,同时 有 助 于 提高 不 同 领域 的 读者 应 用 李 群 论 解 
决 实际 问题 的 能 力 . 

首先 介绍 旋转 群 和 量子 力学 的 角 动 量 理论 .有关 工作 在 原子 
物理 .原子核 多 体 问 题 ,乃至 粒子 物理 中 占据 非常 重要 地 位 . 

SU (п) #5 SOn) 群 关 系 密 切 , 近 年 来 在 物理 学 中 ,尤其 是 
粒子 物理 .原子 核 物 理 中 ,有 极其 广泛 地 应 用 ,本 章 将 给 予 适当 篇 
幅 介绍 有 关 工 作 的 进展 . 

关于 群 论 在 工程 技术 中 的 应 用 ,一 般 群 论 书籍 中 介绍 甚 少 ,我 
们 将 介绍 李 群 在 机 械 与 流体 力学 中 应 用 的 范例 . 限于 篇 幅 , 所 有 应 
用 领域 在 此 我 们 难以 一 一 涉及 ,即使 涉及 到 的 也 难免 有 语 需 不 详 
之 嫌 . 但 是 ,我 们 希望 读者 由 此 可 由 一 斑 而 完全 豹 ,充分 领略 群 论 
无 限 广阔 的 应 用 前 景 . 


$ 10.1 SOG) 与 SUC) 群 的 同 态 关 系 


SOQ) 5 SUQ) 的 关系 是 同 态 关系 . 

SOG) 群 在 物理 学 上 占据 特殊 地 位 . 它 与 量子 力学 的 角 动 量 
理论 \ 三 维 球 对 称 系统 有 着 密 不 可 分 的 “血缘 ”关系 . 它 是 一 秩 紧 
致 李 群 ,其 连通 度 为 2, 相 应 通用 覆盖 群 为 单 连通 的 SU (2) В. 两 
者 存在 2:1 的 同 态 映 射 关 系 .SO(3) 群 的 2 度 连 通 性 导致 双 值 表 
人 小。 

SOQ) 与 SUO) 局 域 同 构 , 有 同 构 李 代数 . 由 于 两 者 都 是 紧 
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致 群 ,其 有 限 维 表 示 均 为 等 价 的 本 表示 ,可 约 表示 都 是 宛 全 可 得 
的 . 
变换 李 群 SO(3) 在 笛 卡 儿 坐 标 中 的 三 个 无 穷 小 算 子 是 


9 g 

Х, > У ° 

X — z (10.1) 

° Ж “r 

d Ə 

X, T? ағ, 29у’ 

相应 对 易 关 系 为 
[X;, Ху] = > enXi, (10. 2) 
Ë 


其 中 结构 常数 C; 一 Є; (1,7, = 1,2,3). ES J; = ІХ, G = ],2, 
3), 则 有 通常 量子 力学 中 角 动 量 分 量 算 子 的 对 易 关 系 (h 二 1) 


[Ј,,Ј,] = i Eiaa. (10. 3) 
Ë 
将 (Ji} 转换 为 卡 当 - ЛЖ (Л.Л +}, 
J, = Н = Ј,, 
J ,二 E., == =. + iJ,). (10. 4) 
显然 ,相应 对 易 关 系 为 
(Jo dJ] =J}, J}, dJ] =— Jo. (10.5) 
其 {J。,Ji} 即 角 动 量 球 分 量 形式 ,其 显 式 为 
L == je*t{sin0 ж + zl F 1i + сої E cosg © 
1 LARA 
+ э CSCO cos + сої 5 | 5] , (10.6) 
= 39 l aang? а 
Lo | соз > СО! zS э 1 (10.7) 


应 满足 原来 条 件 : 


J =J,, Ji=— Ју. (10. 8) 
它们 只 能 构成 一 个 Casmir A + 
J =J + J+ JI = + 
(10. 9) 
ТЕ (10. DRP, (2, $, 0) 即 为 常见 的 Euler 角 , 其 定义 如 图 10. 1. 


图 10.1 Euler ЖЮ 


由 于 SO(3) 只 有 一 个 正 根 а. 设 最 高 权 为 7a, 则 相应 权 链 为 
ja, (ў— l)a, (j — 2)a, ++, (j — J)a. (10.10) 
根据 最 高 权 性 质 , 有 


2Ua0) _ _‚.__ 


у = 整数 或 半 整 数 , 且 与 4 一 样 ,唯一 表示 相应 的 不 可 约 表示 . 
由 于 7 是 最 高 权 ,h = 0, 即 是 / = 27, 因 此 最 低 权 ( 见 (10.10) 式 ) 
为 j 一 S= j ik RIT RE 
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m=}, } = 1,7, — 01, — 7. (10.12) 
对 应 不 可 约 表 示 Г 的 维 数 
МС) = 27 + 1. 
设 |7,m) 为 不 可 约 表 示 ГО 中 权 为 只 的 基 矢 ,并 满足 归 一 化 条 件 : 


(3,т|\ј,т') = nm Mm = j, J — 1, 5 — J). 
(10.13) 
KEX 
Joljom} =т|],т), (10. 14) 
即 权 m 为 J, 的 本 征 值 . 
注意 到 对 吻 关 系 (10. 5) 式 ， 
Jota (jom = (J, Jo + J,) jm) 
= J} (Ú, + 1)17,m) (m + 1)J  ]|;,m), 
JoJ- |у,т) = J,(J, — Dijon) = (n —1)J |, ) 
(10.15) 
ЖОШ J, ljem) 与 了 -17,m) ЕЈ, BJ) xF A Eš J m + 1 Уут 
— 11 ШЕ ИЖ, J. 5J- 又 称 权 的 上 升 或 下 降 算 子 . 
改写 Casimir # + 
J? =— J J ,+ J.G, + 1), (10.16) 
并 注意 到 显然 的 事实 :J |7,3) = 0,Ј (3,7) = 0, 
Ј2 13,3) = jG + Dij). 
一 般 地 ,考虑 到 J Ж Casmir AF, P PJ j J.J. 和 .对 易 , 与 所 
有 不 可 约 表 示 (大 对 易 , 故 由 舒 尔 引 理 J2 = al (T 为 单位 矩阵 )， 
县 有 


уй = @|),]), 


J [jm) = a| jm), (10.17) 
即 是 a = ;(7 + 1). 根据 (10.15) 式 ,可 令 
| J, |j,m> = C, |j,m +1), 
| my = С. |j,m — 1). (10. 18) 
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可 求 得 
(71 太一 7 十 1) 
-一 (Jm C++ 一 J. | 7 m) 十 (35т|Ј,СЈ, + Dij m) 


一 十 2C} + (т + 1)m. (10.19) 
利用 厄 米 关系 
[J, |j,my]t= ¿OG,m|(— J) = СЇ (ј,т + 1|, 
(10. 20) 


约定 常数 C+ 为 实数 , 则 从 (10. 19) 式 得 


С, = ZG m)(j + m + 1). (10. 21) 


对 于 J- 算 子 作 同 样 推导 ,注意 到 
Ј? =— 2d + J _ + J (J. иш 1), 


С_= „О + т) — m + 1). (10. 22) 


关系 式 (10. 21). (10. 22) RE Et + J) > rR Ж 5 Et ЖР t! K ЖЖ 
悉 的 结论 ,但 现在 我 们 是 用 纯 群 论 方法 得 到 . 十 分 清楚 , 角 动 量 量 
子 的 本 征 函 数 |j mn) от = у, 1,06, — j+ 1, — J) BB: SO(3) 
群 不 可 约 表 示 的 基 矢 .者 7 为 整数 , 则 张 成 27 十 1 维 表 示 空 间 , 若 7 
= 半 整 数 , 则 张 成 27 维 空间 . 角 动 量 量子 数 ; 为 表示 的 最 高 权 , 而 
群 量子 数 则 是 一 般 基 矢 的 权 . 

下 面 进 而 讨论 SOB) 群 与 SU (2) 群 的 同 态 关 系 . SU (2) 群 的 
群 元 可 表示 为 


可 得 


м = 


р 
‚ ' (a, b € 0,), (10. 23) 
— b a 


显然 , 复 参 数 应 满足 
detu = аа* + ЬЬ" = 1. (10. 24) 


容易 验证 由 (10. 23) 5 (10. 24) 式 定 义 的 xz 和 矩阵 满足 么 正 条 件 ， 
。388 • 


uut = utu = Е (2X2 单 位 矩阵 ). 
и 矩阵 还 可 以 等 价 地 用 四 个 实 参 数 户 人 一 0,1,2,3) 表示 之 . 
ARW ERC EH) 


> h: = 1, (10. 25) 
= Ü 
ho — Ih, — А, — ih 
u == | | . (10. 26) 
h, — ih; h, + 1А; 


为 直观 起 见 ,可 以 用 实 矢 量 % 的 球 坐 标 (y,0,$) 代替 参数 h, E: rh 
9、$ 是 的 极 角 和 方位 和 角 ， 


h, = cos £ ， h 一 sin| £| sintcosy, 
| (10.27) 
h, = sin| 5 cos, А, = sin| — | 51105100, 
易 证 
u = Ecos $ — i(g, п)5їп £ , (10.28) 
其 中 为 y 的 单位 矢量 ,n = п(0, $) ,go W AJ E ЕЕ. 
根据 б; £B RE BJ FE Ж, 
сб, = ÒE + i > endo, 
k=] (10. 29) 
(o-a) * b) = E(a - b) + ic ° (a Xb), 
可 以 得 到 
u(n,Z,)u(n,Z,) — и\п,ф, 十 Pa), 
un, 4n) = E u(n, 27) =— E, (10. 30) 


umn, p) = ul— n,4n — g) = — u(— n, 27 — g). 
由 此 可 多， 
(4 变化 范围 是 半径 为 2r В.о << 2т,0<б@<т,0 
< é <Ç 2л; 
(п) 球体 内 每 一 点 与 群 元 u 一 一 对 应 ; 
їп) 在 外 球面 (y = 2x), 所 有 的 点 都 对 应 同一 群 元 五 .这 一 点 
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异常 重要 ,决定 SU (2) 群 流 形 是 单 连通 的 . 
x W JS K EBE X 与 三 维 空间 位 置 和 天 径 有 一 一 对 应 关系 . 任意 
二 维 无 迹 和 矩阵 X 可 表示 为 


3 — 1 
Х = >,20i 一 gr 一 =з É z 9 
1 ху + Ix; — T, 
(10. 31) 
3 
显然 ,detX 一 一 >r =- r, R# 
i=} 
= > Tr(Xa,), (10. 32) 
HP r = (xm ,=z;,yz;) r? = z? + а? + zl. 
设 转动 变换 К 8 г — г = (T'is zT a), 
3 
Ti 一 > T; = 2 Кух), (10.33) 
则 该 变换 亦 将 A 变 为 X' ; 
3 
X = Yor = Уа, (10. 34) 
£ +=] f J=1 


由 于 detX = detX' , 故 必 有 相似 么 正 变 换 将 关 与 X' 联系 在 一 起 ， 


X = uXu = u| ЭЛГЕ 


= 2 (wom )a 1) 
将 此 式 与 (10. 34) 式 比较 ,注意 7 的 任意 性 , 则 有 


3 


一 Уа, (10. 35) 
i=} 


(10. 35) 式 给 出 转动 变换 与 相似 么 正 变换 之 间 联 系 . 
如 以 (一 zx) 代替 u, Д] (10. 35) AA N 


3 
(— u)o;(— u) = иси” = DR 


即 对 应 同一 转动 元 素 R € SOC3). 即 2 个 SU (2) 5 Ж 5 Ғ-– 
° 390 ° 


SOC3) Ж. 
Ж ТЕЗЕ АЕ S£— БЕ ЛУ R. 为 此 , 显 式 演 证 如 
F. А 10.2, m 5 n 垂直, 则 可 作 分 解 
ттт (n • m = 0) (10. 36) 


X = g = r = g • па + C ° mb, 


n >x m 


? 
” “由 内 垂直 穿 出 ) 


图 10.2 MERE r п 转动 


H (10. 29) 式 ,得 到 


и(п,4) (а •п)и(п,4) l! = o ° n, (10. 37) 

z(n,Z)(g • т)и(п,ф) `= c - m, (10. 38) 

т' = тсоѕф + (п X m)sing. (10. 39) 
ЖА ао. 33) 式 ,有 

六 = na + mobcosy + (n X m)bsing, (10.40) 


因此 и(п, 0) 通过 (10. 35) 式 唯一 地 确定 元 素 R, g). 
进而 证 明 这 样 的 十 一 一 尺 的 对 应 关系 对 乘积 保持 不 变 ; 
шошу! = lo (R) изаи! = У\о,(К,), 


1,0—1 >) 一 1 
— UU]; U Us 一 u, (RK) jiu 


= $o D (RR) (10. 41) 
k Ј 
因此 ,SO(3) #5 SU (2) 为 1 一 2 同 态 
503) ~ SU (2). 
°` 391 ° 


讨论 G) 50(3) 与 SU (2) АЈА [B] у 0) ф = х,2х 的 球 
№; 

(п) 在 半径 为 x 的 球 内 ,两 群 群 元 一 一 对 应 . 

(п) 对 于 SU (2) 群 , 半 径 为 zx 到 2x 的 环 体 所 对 应 的 元 素 , 通 
过 (10. 29) 式 等 于 半径 为 7 的 球体 中 相应 元 素 的 负 值 . 这 一 对 十 z 
矩阵 对 应 一 个 元 素 R € 50(3); 

(iv) 对 于 SOC(3) 群 ,在 半径 为 «的 球面 上 ,直径 的 两 个 症 点 代 
表 同 一 群 元. 群 空 间 内 的 连 线 包含 直径 两 端的 跳跃 . 从 原点 到 群 空 
闻 任 一 点 的 连 线 可 分 为 两 组 :一 组 包含 直径 两 端的 偶 次 跳跃 ,等 同 
于 沿 封闭 环形 路 径 , 可 以 通过 连续 变换 消失 ; 另 一 组 则 包含 直径 两 
端 奇数 次 跳跃 ,这 是 无 法 通过 拓扑 变形 消去 的 . 每 组 连 线 均 可 通过 
拓扑 变换 各 自重 合 .SEC2) 因此 称 为 双 连 通 . 

(v) 由 于 SU(2) 群 空 间 的 球面 对 应 一 个 元 素 , 则 群 空 间 的 连 
线 可 在 此 球面 上 任意 跳跃 .移动 . 因此 跳跃 前 后 的 两 点 可 以 独立 、 
自由 地 在 球面 上 移动 ,从 而 消去 跳跃 . SU (2) 是 单 连通 的 ,而 且 是 
SO(3) 的 覆盖 群 . 


ја] RI 
1. 试 证 (10. 28) 式 的 第 2 <. 


LRE: Dab; = — 2 аё&ё,Е + i2 ab, 2,60, 
D Уф) 
= Узара) Јал 


=> (а + о)( + о) = (а + b)E + ig • (a X b) | 
2. IA 1Е (10. 37) А. (10. 38) 式 和 (10. 39) Á. 


| 提示 u(n, Y)! = Ecos M + (ø ° n)sin £, 


u(n,Z)(c - n)u '(п,ф) 
• 392 ° 


== (C • псов £ | 一 —sing( (e “ n)° — (CG ° n)°) 


+ (с • n)’sin?| $ 


= o -n [cos 5 + sin? $) = (G +n) ((с -n)° =È), 
и(п,ф) (о • т)и(п,ф)^! 


= (с • п)соѕ: ё 


m ë 


7 51п0{ (с • п) (с ° т) 


— (g * т) (ос ° n)) + (сп) (с: т) (сп) sin? £. 
由 (10. 29) 式 第 2 K # 
(G - n)(G ° m) — (G * т) (сп) = 21с. (n X m), 
Je P (10.29) Ф 2 а= n,b =m, n · m = 0, 


(сп) (с ° т) (G ° n) = 1(G ° (n X т) ) (с · п) 
=— 0»; Xm) Хп) (再 利用 (10. 29) X # 2 <) 
=— Ç *` m 见 图 (10. 2). | 

3. 试 求 紧 致 李 群 SU (2) Е 2 65 iX Ж W (R). 
| 提示; (du) = W (п, 44444,14, = W (п,ф)у°51һб4б@д$. 
令 К = ule: p) MEF bE 
有 限 群 元  ul(A) = 1 — і(ао 十 aa + азо;)/2. 


и(А) = ибе,,ф) = Ecos g| С n')sin| | 
_ еі 
= Е (cos 3 a,sin 7 /2 
_; Ф „| # 
1g; (alCOS 2 + &,51п ° | /2 | 
一 іа, | acos a 一 asin $| /2 | 
— ias acos £] + asin £| \/2. 


乘积 元 素 的 参数 (保留 aj 的 一 级 小 量 ) 为 


e 393 ° 


cos] | = соз| $) — авіш $ /2 = соз 52-6), 


gp 

2 2 
sin A = sin ё + -| = sin $ + азсо5 Г 
P n = 0 {асо A + æ sin A | /asin $| , 
P n, = g| acos] £] 一 asin 5 jasin | | , 
P n, = Фф [ascos ЕД 3 + asin £ asin| A 

= =ó + 
对 于 权 函 数 与 积分 变换 雅 可 比 式 有 关系 
(dr)W (R) = (dS)W(S) = (da)W,, (10. 42) 


其 中 (da) 是 恒 元 邻 域 的 体积 元 . R 邻 域 元 素 记 为 R' = К (н); ë 
元 领域 元 素 A = А(а;) , 则 有 R 一 AR, 或 A -一 кк. Н 3 sJ y = 
为 


W, = W(R) der [HED 
Ë a= 
ИСК) = ИСО) det 775$” | | , (10.43) 
现在 
ё) _ DC п,) 
W, е i ñ 
со ү ГА 
2 9 _ 
— Е М y ф = ê| #sin2 “i ; 
° 2 СО! 2 0 | 2 | 
0 0 1 
JF Ёр W (Д) = М/„451п* a Ig. 


归 一 化 条 件 
. 394 ° 


| W (4) 4ѕіпбавафіф = 1 

гк | ф к | 2к 
一 | 4W, ° sin?| 多 4] sinbgdg| dé = 1 
== W, = 16r. 


群 上 积分 元 为 
(du) = Jasin? 


gay . зїпбабаў. 


12| £ |dg -si 
(dR) = ЫШЫ | ; dy ѕіпба6ба%. | 


$ 10.2 5002) 5 $SO(3) 的 不 可 约 表 示 


SU(2) 群 的 27 十 1 维 表 示 记 为 大 = (I (uw)). 实 际 上 ,Vu 
E SU(2), 若 4 与 27 十 1 维 线性 空间 的 正则 线性 变换 对 应 , 且 相 应 
乘法 规律 亦 保持 对 应 关系 , 则 线性 变换 的 矩阵 即 为 Г (и). 此 处 
№ SU (2) 不 可 约 表 示 的 最 高 权 , 为 整数 或 半 整 数 . 

构造 27 十 1 个 27 次 齐 次 函数 ， 


1 | | . . . 
m == ———— a (m = j,J l,e, — р) 
“С Жтт) ` 
V х,,х, Є 0, (10. 44) 


其 中 分 母 是 归 一 化 常数 ,6 张 成 27 十 1 维 线性 空间 . £ zx € 
SU(2), 表 为 (10.23) 式 ,ziz € 上 ,( 二 维 复 空间 ), 且 有 线性 变换 


А є а ф H 
х =uzr=> | |= . (10.45) 
Ж» — bb” qa"! lX; 
此 变换 诱导 另 一 个 线性 变换 
E m 5 УГ (и), (10. 46) 


其 中 
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E 一 1 х!" д!" 
(т =],у— 1,66, — j). (10. 47) 
F m kok Г (и) 的 具体 表达 式 . (10. 45) ARAO. 47) 

式 ,并 用 二 项 式 定 理 展 开 , 得 
Er 
“(+ m)1(j — m)! 
ES o V tm) = mi 


кор То RRG +m А) т В) 


(азу + br) "(Бхр + а" т?! 


o atatt АБ" ITEE да+. (10. 48) 
右 规 年 负 整数 的 阶乘 为 оо, ДАА 的 求 和 限 可 以 扩大 为 从 
一 ce 到 十 co. 所 增加 的 项 均 为 分 母 售 有 负数 的 阶乘 , 即 为 零 , 因 
J, jN ЗЕ Ж ЯП Л Ж. 同时 对 求 和 指标 作 代 换 ， 
л = Jj — (Е Ё), 
H| (10. 48) 式 改写 为 


L Se ginn VGE mld — m)! 
КЛЕТ mG F m — SH G + m — m 
ата Т" Ар" t уст. (10. 49) 


比较 (10. 18) 5 (10. 46) 式 ,并 计 及 (10. 44) 式 ,得 到 
Г“ (u), — > _ ] )£t= m 
Ë 


м (j тә) — m')! V (jg + m)!(; т)! 
~ МОЕ m')1G + m — ВТО + m' — т)! 


e ај" ^ад ppt” (10.50) 
X RES u Лу) SU (2) #25 + 1 т Го Cu) 的 显 式 ,其 中 
т Әт 为 行 与 列 的 脚 标 . 

在 问题 中 ,我 们 将 证 明 由 (10. 50) же ХГУ = {T(x)}) 
确实 是 SU(2) 群 的 一 个 表示 . 由 于 SU(C2) 群 的 27; 十 1 维 表示 只 有 
唯一 的 最 高 权 ,因此 所 有 2; + 1 维 的 表示 必 与 ?等 价 . 
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„ J — k —m' 


1. SOG) 的 不 可 约 表 示 


先 讨 论 SU (2) PNR U, 一 u) 与 对 应 的 表示 和 矩阵 有 何 
关联 . 由 于 
‚ (10.51) 
— ф* a” 
аа“ + bb* = 1, 
将 (10. 51) 式 代 人 (10. 50) 式 ,得 到 
Г, (— и) = (— DYT, Gu). (10,52) 
由 此 可 知 , 当 j= (8, Г (и) = ГС и); 当 J 为 奇数 时 ， 
Г (и) =— Г (и). 前 者 称 为 偶 表 示 , 后 者 称 为 奇 表 示 . 显然 , 偶 
AR SOG) 的 忠实 表示 ,而 奇 表示 则 是 $SO(3) 的 双 值 表示 . 
由 (10. 35) 式 ,可 以 得 到 由 相似 变换 : 


X' = Хи”! (10.53) 
Вт Sr Ну = 25 [8] НМ > 到 x' 的 线性 变换 ; 
r = Rr, (10. 54) 
х", T) 
其 中 r = lr], r= |r]. (10. 55) 
=", 23 


多 得 
6а —b? +a" —b*°) =y e —a* +b 一 5 ) — (ab ta'b) 


> > (a —a" +b —b'*°) a +a" +b +b') ila'b" —ab) 


(a *b +ab') i(ab* —a’b) да‘ —bb' 
(10.56) 
在 (10. 53) P ,detX = det X'. Вр 
Li + z'š + i = zí + т} -+ т}. 
由 此 可 见 detR = 1,89 R € OG). а = 1,b = 0, 548 detR 
=+ 1. TE F) R, A m det R Ж J: a 与 2 的 连续 函数 ,因此 不 可 能 由 
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变量 的 连续 变化 变 到 行列 式 为 一 1 的 0(3) 群 的 为 一 时, 因而， 
R € SOG). 至 此 我 们 看 到 (10. 55 式 给 出 了 由 (10. 54) 式 建立 的 
由 SU(2) 到 SOG) 的 映射 所 诱导 的 对 应 线性 变换 . 
研究 n 个 特殊 转动 . Sé zs 9765) Ф Ж. 
£ = coséx, — singr,, zT, = singz; + cosgr,, X's = T3, 
即 
cos — sing 0 
gi ($) = С cosg 0 
O 0 1 


= expl — 1#7,]; (10.57) 


与 (10. 56) 式 对 比 ,a ==е-?*,Ь = 0. H (10.45) È. 


ef 0 
ui(p) = | | (10.58) 
$ 


I 
0 е? 


令 g (2) 对 应 于 统 +; 轴 转 y 角 ,相应 СЭ, 


cosy 一 SInw O 
g (y) = |sind cos 0! = exp[ —1/7,], (10.59) 
0 0 0 
ez 0 
u(y) = |. (10. 60) 
0 ez’ 
令 g.(0) 为 绕 х, 轴 的 转动 0,x; (0) 为 对 应 的 映射 : 
cos 0 — sin 
e= 0 1 0 |= exp[ — 10Г,|, (10.61) 
sinf 0 cos? 
0 . 0 
COS — — SID 一 一 
(0) = ' am = (10.62) 
Ë l зіп 2. cos < = exp 2 中 | 
| 2 2 


Ж T2 T: 与 5 5003) 的 生成 元 ， 
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о 0 0 О 0 1 
Ту= |0 0 —1|, T,= 0 0 0|, 
0 1 0 一 1 0 O 
0 一 ! 0 
Т, = |1 о 0j. (10. 63) 
0 0 0 


在 问题 中 ,我 们 要 证 明 由 (10. 53) 式 建立 的 映射 了 保持 乘法 
规律 不 变 . 由 此 可 见 与 映射 
и 一 u (d)u,(0)u, ($) 
e 27%с0ѕ LY — ez%sin Lm 
2 
= (10.64) 


\ 
7% 


l 
7% 


ip Ө і i 
e 7°#51п —e 7 ezycos —e 
2 2 


i 


i 0 _ i. 01 
(а = e ?#со$ 7E 2#, b = — e z?sin >° 39 


对 应 的 转动 变换 
&(ф,0,ф) = g (Pg: (0g ($) 
CyCocy — 55; 一 (cocecy 十 Сус) 565% 
= |— (зусес; 十 Spp — (суз, 一 сс) 550 |у (10.65) 
一 с,50 550 сд 
其 中 cp = cosyycs = со50,5, = sing 等 . 此 式 正 是 欧 拉 角 描述 的 
SO(3) 和 矩阵 ,因此 映射 是 满 映 射 . 这 对 于 SU (2) 与 SO(3) 的 同 态 
关系 又 是 一 次 确证 . 
我 们 进而 确定 SOG) 群 的 任意 2; + 1 维 不 可 约 表 示 . 将 
(10. 64) 式 代 入 (10. 50) 式 , 就 有 
Г CY 0 2) 
= Ð- 1» VG + m)!G — m)! VG + m')(j — m) 
; Ё\()— Ё — m)! (g + m — k)!(& + m' — m)! 


2+ m— m' — 24 2 是 十 т’ -— т 


й emf (10. 66) 


sin — 
2 


А | 0 
2 
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这 就 是 SO(3) 所 有 不 可 约 的 西 表 示 . 唯 需 记 住 , 当 j 为 偶数 时 为 忠 
实 表示 ;j 为 奇数 时 为 双 值 表示 一 个 群 元 RR 对 应 + 5 CR), kuli 
乘法 规律 也 只 有 不 计 符 号 因子 ,才能 保持 . 


2. 讨论 
(1) AFX F SOG) 群 ,Haar 测度 有 
[ar = [agf sinede| ag = gr, (10. 67) 
因此 对 于 不 可 约 表 示 ГО” Ы ГО? 有 正 交 关系 
е, C8,0, Г, (gas0,#)sinodOdydy 


gr? 
= amm n m (10. 68) 


尤其 是 , 当 т, = m,m = m' 3 时 ,注意 到 
> TH = Тг Го) |] = yxy, 


Уга = Таго] = ү, 
则 对 (10. 68) 式 》) 后 ,得 到 特征 标 正 交 定 理 


1 jx (Ry СК)ѕіпбдафаваф = б, (10. 69) 


gr? 


(2) 当 7 = 二 整数 ,mm' 一 0 时 , 列 矩 阵 


Жр Yn p) 是 在 数学 物理 与 工程 应 用 中 常用 到 的 球 谐 函数 . 
(3) у= Ж, (Г) E SO(3) 的 忠实 表示 ,SU(2) 的 非 
忠实 表示 ;j= 二 半 整 数 时 , (rO) ASUD KERR, SOG) 的 双 


值 表示 . 尤其 是 ; = 5 Tl) ESUO 群 的 基础 表示 ,或 自身 表 
Ж, 
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i 0 з. б 
e zf cos — е zt Psin -—- 


rlz) (0,0,%) 一 0 


i . Ü i 
ez (%-f)sin > ez ?+f)cos — 


(10.71) 
当 7 = 18}, (Г) 是 SO(3) 群 的 基础 表示 或 自身 表示 


s i+ (1 + cos0) ДЕ? 5110 i (1 — cos) 


Sz 2 
sin _ sin? . 
Г (0ф,0,ф) == L t cos Ae" 
е!#+#) Q — cosl) еї? sinf е'#+® (1 + cos0) 
V 2 2 
(10. 72) 


(4) # (10. 66) 式 中 , 求 和 并 不 涉及 含 Y 15 $ I f , WX B] ¿E X 06 
Ж di, (O): 
Г, (ф,0,ф) = ed, (0)e™. (10. 73) 
利用 (10.65) R, н] 1 4831) ГУ» 15 di, (0) 的 许多 重要 性 质 ,这 里 不 
详细 讨论 . 但 也 应 记 住 
r2 (0,8,0) = di (0) 
2]+т—т' — 2 


2?kË + т! — zn 


0 0 


e | cos pi sin > (10.74) 
(5) Г (0,0,ф) 5 600,0, 有 关系 : 
Г (0,0, $) = MR(4,0,) M, (10.75) 
其 中 

— 1 Ü 1 

1 . . 
M = —— | — 1 Ü 1], (10. 76) 

“2 
0 м? 0 


(6) H+ ГУ (0,0,9) 是 么 正和 矩阵 ,总 可 以 通过 相似 变换 变 为 
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对 角 和 矩阵 , 且 其 模 为 1. 在 (10. 66) 式 中 , 令 a = e-2*,b = 0, 则 有 
rS == б „е mt (10.77) 
ША é ERIE Н) ЖЕ 2 BJ ЖР ЛЕК Ж 


. 1 
j sin — | 0 
YP (4) -一 2 e = lasa | 
(0 < $ < 2л). 
此 去 满 足 特 征 标 正 交 定 理 (10. 68) 式 , 注 意 ,此 式 包 括 SU (2) 群 所 
有 不 等 价 不 可 约 表 示 的 特征 标 . 


(10. 78) 


[0] ДЙ 


1. 212 (10. 75) A. 
2. (10.53) 和 (10. 54) Ж $ (10. 55) K. 
3. WEHA @ (10.53) 式 建 立 的 映射 了 保持 乘法 规律 不 变 ， 
| 提示 :由 XX = uu, A P X =r-0,X' =r -o nAr'=RTr, 


ulr + С)и = X! = (r! + g) = (Rr) ° o. 
类 似 地 取 v E SU(2), 有 
U(r + Ov = (Ка) C 
=> (ои)ғ • o(vu)* = о(иг • ovt Jut = uRgprut = (K.Ror) * G. 
Я —# 8, (ои)ғ • о(ои)*= (Rr) * G 即 是 Кы = ReRp | 
4. WA TR TOn TO HER. 


5%. 
Dg pia J QD! _ ig 
Da =O DOIN GF mi mr 


. | cos z| | sin 7| C 
2 2 , 
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(б — _—_ (2)! _ # 
Г» TN GFm m)! 


Г = 1, | 
5. EARRA S: u —= ГО (10. 46) K) 确实 给 出 SU7 (2) 群 
的 表示 . 
[提示 :关键 证 明 映 射 保持 弱 法 规律 不 变 .VY v € SU(2), 作 变换 
х" = UX' AFE n Е", 的 变换 为 
6" „== Ге (о)ё,,. == 22.60) YT, Gu), 


0 |” 
COS 7 


= 2Г?@)Г? (и) Jan E! m (10. 79) 
此 外 ,由 工 到 zx" 的 变换 亦 可 直接 利 朋 ои 实现 : 
„ = DTD wun. (10. 80) 


5} (10. 76) 5 (10.77) AZ, A 
Г (хи) = Г (0) Г (и). | 
6. 上 述 映 射 / 有 不 变量 
zy z, + zx; z, = z'/ ж + z';/ Tas 
ЖЕННЯ j$ $ 65 | k k.60 + £ $ 


У e; e. = Deien 


mE — } 


- 人 "а" 
[提示 28 = ар у ата а 


= (түл + zx; r,)”. 


LS Ea En = (тіл ri a”, 
PR ko 38 Z. BAr” £: SU (2) 的 么 正 表 示 . 由 此 可 见 , 引 入 因子 {( 
+ т)1(ў— m)) "2 Ж 5 T Big АЙ. | 
7. Kik. ЖЕР 4 5 xr f @ F Z ЖЕЖНДЕ M. 
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M, = Að; G= jW A, A), 
对 易 , 则 A 25 xF ЙЕ. 
[提示 ;由 

МА = AM==> > MA = > AMi 


=> XA; Ar = > A; AÓ. 
=> A;a = Aå > Aal A — Л) = 0 
=> i = k> А„ = 0, 即 А ж Е. | 
8. # MARAE My = Að), A 矩阵 有 一 列 元 素 全 不 
#+тЖ,р1</[<л, 
Ve, А, 2 0 G= 1, mn,n 为 矩阵 的 阶 ) 
Я МА = AM, 则 M #5 ЖЕМ. 
[提示 : 
(AM), = (МА), G= 1, n) 
=> ` A;M; = > M,A; 
=> > A,ó; A, = > )АшА,б„=>М,Ан = А.Д, 
j Р) 


=> А (Д, — А) = 0. 
H F ViA £ 0, Ж Д, = A. 
ФТ (ГО), ва = ew = 08, 
Г (и) = nwe, 
же Г (и) 相当 于 第 7 题 中 的 M ,& АЕ В 5 (Го (ш)) 
对 易 , 则 B jx: 3 xy ЖЕ. 
& m' = j, W| Г? y а — | (m = Jj, — j) 


G) — /_ рут (23)! +m) < j—m 
L dmi Ср) О C my PU 


令 4 一 0 一 1, 则 这 一 列 (om = j) ЖЕЛ ЖЮ, db 8 38 ,B x: 
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为 常数 矩阵 . d f Л ЖЕЕ ЖЛ P 4 (ГО (и)) 必 为 不 可 约 表 
去. ] 
9. Жі ЕН d:(0) 的 下 述 重 要 性 质 
di, (0) = d: mm (0) = (— 1)" "di (0) 
= di,n(— 0) = (— 1)” "d: m-w (0); 
di, G) = (— 1)" Òm mo din(27) = (— 1)”д„„; 
di, X — 0) = (— 17” d: mw (0) = (— 1)" (0). 


S 10.3 SO(3) 群 的 直 积 表示 及 其 约 化 


SO(3) 群 的 直 积 表示 及 其 约 化 与 量子 力学 中 角 动 量 问 题 、 原 
子 及 分 子 物 理 、 原 子 核 物理 中 的 多 体 问 题 ,多重 结构 以 及 光谱 等 问 
题 联系 蕉 为 紧密 ,有 关 细 节 读 者 还 可 参阅 名 著 韦 尔 (H .Weyl) 的 
(HERAT УЕ). СЕ. P. Wigner) 的 《 群 论 及 其 在 原子 光 
谱 的 量子 力学 中 的 应 用 》、 范 ' 德 .瓦尔 登 (B. L. Vander 
Waerden) 的 《和 群 论 及 量子 力学 》、 拉 卡 (G， Racah) 的 《 群 论 与 核 
谱 》 以 及 洛斯 (M. E. Rose) 的 《 角 动 量 理论 》 等 . 群 论 在 有 关 领 域 
的 应 用 是 较为 成 熟 的 “经 典 ” 领 域 了 ,在 此 仅 介 绍 主要 框架 , 以 供 
访 者 尔后 深入 探索 参考 ， 


1. 直 积 表示 及 其 约 化 的 基本 问题 


в Гг 5 ГӨ? ESOB) 群 的 两 个 不 可 约 义 正 表 示 ,Si 为 其 
HERRI TW Qr? 的 约 化 矩阵 (即将 该 表示 完全 约 化 的 变换 矩 
EE). 约 化 以 后 的 么 正 表 示 记 为 M, 则 有 

M= (Sh) (Го) Q Гоо (лл): 
= У аго, (10. 81) 
Ф 
Jt rh ALAR A ЗЕБ - 5, Ж (Clebsch-Gordan) 9 Ж. 9 3: Жж 
本 问题 是 : 
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(1) 确定 C-G 级 数 中 包含 哪些 不 可 约 表 示 ГУ, МАКАЛ Е 
复 次 数 ai, 亦 即 C-G 级 数 的 具体 构成 . 
(2) 确定 约 化 矩阵 Shh, 


2. С-С 级 数 的 确定 


利用 权 系 统 分 析 , 令 工 ” Б Г» 的 权 系 统 分 别 为 : 
DYP {mi |m = jp — 1s, — h + 1,—\/), 
D“? (m, |m, = зэ — lss р + 1, — jz}, 
(10. 82) 
则 直 积 表示 的 权 系 统 为 
ГО» о ГУ: (т + т, т = jh lee, — h + l, — рз 
тә = ];,];—— lss, — J + 1, — 7). (10. 83) 
W #А ЯН БУ BJ ВЮ ААХ j, + j ÆRA, Гео Æ C-G 级 数 中 只 出 现 
一 次 ,其 权 系 统 为 
Г“: (m= ji рој + h les — h — J). 
(10. 84) 
ТЕ (10. 81) 式 右 边 的 C-G 级 数 减 去 权 系 统 (10. 84) 剩 下 的 差 集中 ， 
最 高 权 显然 为 л 十 疡 一 1, 亦 为 单 权 , 故 不 可 约 表 示 Голо 在 
C-G 级 数 亦 只 可 能 出 现 一 次 . 
继续 以 上 分 析 , 在 相继 得 到 的 差 集中 ,会 有 一 系列 最 高 权 7, 
+ j — 2,…, | — jel 出 现 , 因 此 相应 的 不 可 约 表 示 在 C-G 级 数 
中 均 只 出 现 一 次 : 


арж Т“ арр TOU = ajil’ 
亦 即 (10. 81) 式 的 C-G 级 数 为 
iti, 
M= ` po 
j= lj jz 


= Pht ГӘ Ф)... ODi, (10. 85) 
直 积 表示 的 权 系 统 可 以 直观 地 用 图 10.3 表示 . 图 中 为 确定 起 见 ， 
“ 406 ° 


设 六 71. 纵 、 横 坐标 取 值 范围 分 别 为 — 3 Sm < Ji; 一 Ja < т, 
< j 图 中 每 个 格 点 对 应 权 系 统一 个 权 , 大 小 为 两 坐标 之 各 . 
л-р "2 л+Ј- 1 


| J2 | Л +} 


- — Е: jı 


图 10.3 直 积 表示 的 权 系 统 


з. SKER 577 的 确定 . 


略 去 5 2: 上 标 , 并 用 双 脚 标 标记 S 和 M 的 矩 元 
Jy Sjit jaji T k — 1. 1] — jl» 
т = J.J — lees 1 , — J> 
(10. 86) 
其 中 第 一 指标 (7,7 ) 表示 对 应 的 对 角 块 ,第 二 脚 标 表示 对 角 块 的 
fr 与 列 的 脚 标 . 显然 ,在 不 同 对 角 块 内 ,相关 行 和 列 对 应 的 矩阵 元 
为 零 ;在 同一 对 角 块 内 ,和 矩阵 元 才 有 意义 , 即 是 
Mn gm = CCO 0, P) mm- (10. 87) 
H (10. 48) 式 ,可 得 
[T ODD Jamm m, = ГӨ? (Ф,0,ф б} „ГӨ? Cp, OB) mm 


Л с-1 
一 Sr me Мн ут уш m m, 
jm, Гот 


= D Shom O D0, D) S, S. (10. 88) 


M 


jm. jm 站 


ЭФ m 5 m, + m, B, +ç у = 0 = 0, lj b = 0,a = e :由 
(10. 75) 式 有 
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Г (0,0,ф$ \ mmn 一 бе f, 
将 其 代入 (10. 87) 式 ,得 


— m. $f ‚ —im,$ 
Ôn m € if • Ô m,m С 


= У! нт Omme S ре 


jmm' 


此 式 左 边 只 有 在 m = mim = т'; 时 才 不 为 零 , 为 
Ó, w Ó, n e Om tmpt 
右边 在 此 条 件 下 ,e ” 的 展开 系数 由 于 S E, 
Э jnm ymp O pm. m; — |S т, | = 0. 
H + e ”在 m RA PIB ҤЕ] ЕУ, БИЛА F m = m. 
+ m, 一 项 , 即 
5 jm, ym, — Ò m,m, +m, O jm, +m m ma 

将 此 式 代 人 (10. 88) 式 ,得 

Г? ($,0, „ Г (#,0,$),, m, 

== ХЗ +a, „Г? Cp» OP) tm sm +m jm +m, m! (10. 89) 


1 2 


ITT, m m, 0,0,9) ЗЕ EG0.89) R, ER OPERER 
分 ,注意 到 正 交 关系 (10. 68) ,就 会 有 


[To ,0,8) mm Г Ор.) ГУ O $m +, „+, 


2 
‚ ѕіпбабафаф = 295: 


; S. t 1 П б, 
Jm +т,.т +m, т tm zs tn 2 


27 十 1 
(10.90) 
# (10. 90) 式 中 ,有 取 ту = ) m, 一 一 J: CI J = Ja) , l 
8л? 


—— + 
В = ТӘ д ннн? 


1 2 


右边 Гә 与 Гур 代 之 其 表达 式 (10. 66) ,就 有 


лү J2 2 


kis -[|, + „ү P + Я 
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Se ptam УЧ Tm + тәү тут) 
; kG + jh jm IG — m, — m'a — k)! 


(А + m', + m', + m', — htf)! 


r 0 24 | 0 26 | 
. | cos — | [sin 3 | вїпбйфабаў, (10. 91) 


其 中 2a = 27 + 2 — 2т', — 26,26 = 2j + 2 т, + 2k, — Y sÑ 
系数 


л 220! ____ 
ГА + m’, С т’) 1С, + m!) ! 
27: 2 ___ 
J): + т’, (j, — m',)! (m', + ],)!` 


由 于 


27 0 2j— 2m | O \ 27+2m f 8л? 
A м у, 


‘os а | — раг 216! 
|| соз 2 sin Ç 51пба@дуф4$ = 8т (а БТУ 


(10.92) 
将 (10. 40) 式 代 入 (10. 91) R, 同时 改写 mm， 与 zx ;为 т. 与 mM, WI 48 


5. с 
ЛАЛ m tmm m, 


Gi ту) Ср т)! 
(J T aG л + у)! 
( 7; + mM)! (7; -一 Mz)! 
Сау 1010 + j т — k)! 

(J + h + $ + А) т — m, — Ë)! 


= (= 13! 


• 409 * 


. (7, + т, + k)! 


(10. 93) 
{Е (10. 93) 式 中 , 令 m, = jm, 一 一 j2, 并 注意 到 
(а b а + b 
2 P c — и p | c | ' 
就 有 
[Sj ~ Јао ја ~ Ја = Shah- Sihi- 
' к)! н)! 
От 20.94) 
采用 肖 特 利 - 康 登 (Shortley-Condon) 相 位 约定 , 令 
Sji = Ўй 3), i 
ДЕҢ (10.91) 式 可 得 约 化 和 矩阵。 的 矩阵 元 
ç. 一 《27 十 1) (271)! 2J2)! | 
тота (J + h + + 1)1G + p — J)! 
(10.95) 


将 (10.95) 式 代 入 (10. 93) 式 , 并 恢复 原来 略 去 的 上 标记 ,72， 
则 得 一 般 约 化 矩阵 元 


(J + jh — J:)! (7 — J; + ja)! 
(J + A + J; + 1)!(7 +m)! 


(h + J — DOU + m)! G т)! 
(л — m)! (7, + mMm)! ( 7; — m)! 
и м2) +10 + j — т. — Ё)! 
N — тулт, СУ у O Jl 2  * 
> 1) (б j), — J Е) Су — m — Ё)!Ё! 
. (J; + m, + Ë)! 
G — h F ja T m)1' (10.96) 
(10. 96) 式 在 角 动 量 理论 中 很 重要 ,尤其 是 讨论 多 粒子 角 动 量 
耦合 时 更 为 重要 .由 于 负数 阶乘 项 为 0, 因 而 实际 计算 时 取 项 并 不 
多 . lË £ #F 29 sa, 3 IN - 2 35: (Clein-Gordon) £ %. 
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由 于 5S 的 么 正 性 ,显然 有 


У) $" 1° _ 8, 3 


jm,.m m, }т!' отут 


"а" (10.97) 
Vo ç” _ ИИ 
р Jm. m m, Jmm ут, l 1 2 2 

问 题 


1. 详细 完成 由 C10.90) 式 到 (10. 91) 式 的 推导 . 
2. 详细 完成 由 (10. 93) 式 到 (10. 94) K 65 # +. 
3. 试 直接 推 基 dil (0). 


+ A B 
кеа = (4 2) яшаян 


det | дї сёу| = 1, 2200)" 4100) = Е, 
=> |А|#+ [BF = 1,| А] = [D], |B] = |С. 
А?С +B'D = 0,|С| + |D} = 1,АР — ВС = 1, 
则 有 


А і. 
4 (0) = | ае“ | (1 о (0 = a> D, 
(1 — ауе! де? 
a(l 一 a?) T [eitte + et] = 0, 
atO — (1 — а2)еі + ооо — р (10. 98) 
pp Ж 
є'й+®& — ettm, eh её, ef = en 
令 cos £ = a,sin £ = (1 一 a?)? , #0] (10. 98) X, * > 
|! ecos 5 esin 5 
dz (0) = (10. 99) 


一 esin — e cos -一 


2 2 
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в tp зет е т E +. ] 
4. 设 21 + | F h dk gi, (г) m = ј,ј — 1,5, — j) 在 转动 站 

子 尺 的 作用 下 满足 
Г‹К)ф,„ Cr) = > `DT9 (R). 0, (r), (10. 100) 


mk a Ж (г) 是 接 5О(3) 群 不 可 约 表示 Г 变换 的 . 5 j= о, 
Эсе 时 ,yy = CATET ETET E 称 为 了 阶 旋 量 场 . 当 7 == 0,1,2, 
о, pA Jr k tp. 试 证 gm RADERAT 和 J 的 本 
ДЕ Җ. 
| 提示 :由 于 
ГЬ) — e i 

其 中 J 是 角 动 量 算 子 ,nn 3 iri Фа, HJ EK t Ж 

Г(ф,0,$) = e Ne ye 个) 
FA Ф = 0 = 0,W R(é,0,$#) = Е(0,0,#), #1 (10. 100) AT 5 
作 


-iN | 
е Pml) = УГ, (0,0, Ф), (р). 
48 8 (10.74) %,,Гі,„(0,0,#) = mnre ™, LAZA 


е. (Р) = е", (r). 
两 边 对 $ ЖУ. f $ 0, #f 
Дф (r) = тф (т), (10.101) 
Pp бг) A J, ЖДЕ, БАЕВ ЖЮ m. 
FARA y 轴 与 绕 工 轴 转 微小 0 角 的 转动 ， 


—iĝJ 
е fin (r) = NODO (0,0,0),. 0. (r), 


einT) = >re| 一 Z, | | PaT), (10. 102) 


т 
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这 里 利用 绕 工 轴 的 微小 转动 9 эг 2 8 t 8k kh 0 = — 5,0 = 0, 


$ = 5 实现 . 但 

CPO, O, Onw = di, (0) 
(Jj + m)1!(g — m)! gQ +m) G — m)! 
kG — & — m )1( + m — k)1Çk + m' — m)! 


Ө \2itm—m—2h Ө \ htm —m 
СО$ 3 [зїп — , 


2 


= (— 1) 


i agan 
| ,0 


mm 


A 
л НОТА ттт ЮЕ + m= m)! 


| 23+ т' —m— 2k 2k-i-m— т 


im E іт 
е" Te "z, 


. 0 
sln -一 


2 
将 上 两 式 代 入 (10. 98) 式 , 对 0 微分 ,再 令 0 —— 0,4 


Д„фы(т) = — > О m) G Fm = mr Cr) 


° | соз $ 


+ zyG +m) — m F Dyni Cr), 
J ,pn (ғ) = r — Ü F m 1, C) 


+ r Tm — m F Dgn C). 


JF Bp 
J, fim Gr)= (J, + iJ, mlr) 


l. | 
=+ >Ü Ет) + m + Jims). (10. 102) 


注意 到 J+ J = Ji Ji il, J], J J = J+ +il),,J.). 
J: = ra J 十 J.) + J 
由 于 (10. 101) 式 和 
. 413 。 


J, J palr)=— ЕХЕ +m) (ў — т + 1), (r) 
= — үзө фт) = т ++ DJ фу) 
_ ji. | 
=— + + m)G — m + 1) 
1 ,. | 
AJ > U — ] + жт) (у т), (ғ) 


=— +G + m)G т + D<), 


J- J, фы) =— +G + mG — m — Dhn CT), 
因此 
JR, (т) = (J: + J: + JD), (r) 
(ШО + 1) — т) + т), (r) 
= 30) + 1) ym (7). | 
5. EEA T(R) Ж Жол $F 32) 65 Б. 
| 提示 ;由 


T(R)Yin (ғ) = 2, Thim Rhin (г) 
=> | TR) Cr)dr 
= > Din CRY | фу CT) im (rdr 
= $ Tun(R)dwm = Diw (R), 
ет Р, ARERR (фо) 的 正 交 归 一 性 ， 7 
6. 4 Ф, = Ds.. „Pimi Æ P унт, = Pim Pim’ Ж 


27" 
пут, 


(27; + 1) ° (2); + 1) 个 (mi = Ji", 一 урт, = ],,%%, 一 12). 按 
* 414 ° 


直 积 表示 Г^ GA RA, 

TCR) зт, — 2; Lm CR) QO Г» (R) mmm Dim =, ? 
ЖЕ А Ж Ж SRG, = hnt jz“, | + — J: | „т = Jits — ]) 的 
变换 规律 为 

ГК), = Гі. Cr) gin. 


[ 提示: 


АЛ | 
DCR) Pim = Di Smmm (RIP; m iym, 
"үт, 


= 2) >; Sum ГГА (R) @ Г» СК) J Ф.де, 


F F 
ттт m, 


АЙ | | 
= 2, ГАСК) Q DHR) Jw Q... 
ту mm 1 м' 27 m° 


iiia 


` mym jmp 
D LSTA CR) @ ГА(К)5-1], mbn 
£ 
= Гаф, 
其 中 用 到 C-G 系数 的 ЖХ (10. 86) 式 以 及 (10. 99) 式 的 逆 表 达 趟 
ss = Улар. J 


t 
т 


. .十 
712: . . . КА 

7. Smm Z= (уту јат, | ўт) 试 证 

《J1721727722 | jamz) = (一 1)^+2723(у,т,ў m, | js, ) 


= (— 1)л+%—3‹},, 一 71], — m; | ja, — тз) 


| [27 1. . . 
= ( 一 1); t'w; A s — MJM | Ji, 一 т) 


WU [2з+1.... | 
= (— 工 ) 广 一” (Лт, 一 m; | jz» 一 m). 
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[ 提示: 由 (10. 93) 式 可 得 . ] 
8. RHC Wigner) l AKR 33 符号 . 
M J: J3 | 1 


"поп ms М2 +1 


(Jamjam, | js › — ms). 


|- (— 1)л—%»—”з 


试 证 37 符号 具有 如 下 性 质 : 
(1) 对 列 作 偶 置 换 不 变 ; 
(2) 到 反 号 或 对 列 作 奇 置换 时 出 现 因 子 ( 一 1) 2 2 
(3) 非 零 条件 :ml 十 mmz 十 mas 一 0 或 A 条 件 : 
h + J, = 1, Z 17 — jal; 
(4) 正 交 关系 : 
Уа» + [2 ú АЕ л аа 


| h h JjJ||h # J 
Уло ал 
т 


тут, mo M3 т} т: Ma 
9. AAF H ERR R € SOG) 上 保持 不 变 , 即 RHR 
= H % RH = HR, R] ik X & #t SO(3) 的 不 同 的 不 可 约 表 示 下 的 
EEL , š, F| — Ж.к 65 + F) A+ E 38 285 66 ЕРЕ Z 82 Ж E. 
[ 提示 : 设 本 征 函 数组 {gin} 与 {Jyw) 荷载 SO(3) 群 的 不 可 约 表 示 
Г? 5 Г", р 
ГО), = > Tim» 


ГСК) фу = SIDA, ym, 


в T H, Hó, ) 5 16.1. (95. 的 变换 性 质 相 同 , 令 On = 
FI, Om = H; 


RH¿,,= НКф„ = H Гі, 
= P> ITL, CH mw) = D TonO mws 


° 416 ° 


ЕН; = > Гіз. 


Pp i 与 Ө„„,ф„ 与 Orm 变换 性 质 相 同 . 
由 于 表示 的 么 正 性 ，, 故 


fyz * Dm AT = 0,0, 
== |o; . @ „ат = бб һ, 


其 中 f 5 h з #185 ИЯ. |] 


510.4 SU(3) 与 轻 夸 克 模 型 


1964 年 ,美国 物理 学 家 盖 尔 曼 (M. Gellmann) 与 以 色 列 物理 
学 家 效 威 格 (G. Zweig) Æ SU (3) 对 称 性 的 基础 上 提出 强 子 
(Hacirons , 即 参与 强 相 互 作用 的 粒子 ,包括 所 谓 重 子 和 介子 ) 的 夸 
ye (Quark) RÆ. HAUAS ARA 3 种:u З .d HAM, 5 
T PIJ X У c FH b = fl t 2 s. fH Bif 3 种 夸克 质量 较 轻 ， 
Ja = Fh 2 Ya, X 8 48 2 Í , W 2 H 8 = xa 55 E Z sa, р. 这 里 介绍 
的 SU СЗ) Жэ КЭ ёл w, fE ESDA — = 5} 
学 意义 ， 


L SU(3) 群 的 基本 结构 
SU (3) Ө ЖЕЖ І = 2. 它 的 8 个 厄 米 生成 元 ( 即 盖 尔 曼 矩阵 ) 


0 1 O 0 —i 0 1 оо 
| o ol, A=]; о ol, s=: —1 O|, 
0 0 O 0 00 O 
0 0 1 0 0 —i 0 0 0 
а-о І -| . | “| | 
гоо i 0 O 0 1 O 


о 0 0 1 0 0 
| 1 
0 z 0 0 0 —2 


此 外 ,还 常用 记号 表示 3 X 3 BJ Bñ fu ЖЕЕ. А, 矩阵 满足 对 易 关 系 
СА,» АД = 2i21f, Ah Cuk = 1,+,8), 

其 中 f, = C,,,/2L,C,,, 即 通 常 群 的 结构 常数 ,具体 数值 见 表 

10.1. fuv 对 于 其 脚 码 的 任意 两 个 的 置换 均 是 反对 称 的 . 在 表 10. 1 


中 只 列 出 Ap< v < k 0 Sa 3: # H W 1 ul Li 48 8]. 
R 10.1 SUG) 的 非 零 结构 常数 三 ， 


123 365 1/2 
147 367 — 1⁄2 
156. 458 мз /2 
246 678 мз /2 
257 

在 计算 中 ,经 常用 到 下 列 有 用 性 质 ， 


Ттг[А„А„] = 26,,, 
АА) = 2224,,, + $0, 
TrQ,[ A, А, ]) = Aif avs» 
ТгСА, А, А} = åd uvr (4,0,6 = 1, 8), 
其 中 记号 {4,6) = ab + ba. 全 对 称 张 量 a,,, 的 非 零 元 素 具 体 数值 


见 表 10.2. 所 谓 全 对 称 系 指 人 相对 其 脚 标 任 意 两 个 置换 均 不 
变 . 表 10. 2 [B] F HR 25 H. < v< 的 de 其余 可 由 脚 标 置 换 得 到 . 


° 418 ° 


3 10.2 ds BEEK 


1/2 
— 1/2 


— 1⁄2 
— 1⁄2 3 
— 1⁄2 3 


— 1⁄2 3 


— 1⁄2 3 
— 1⁄3 


2. SU (3) 的 不 可 约 表 示 及 权 图 


由 于 SU(3) 的 秩 = 2, 故 有 两 个 基本 表示 . 其 中 心 矩 阵 就 是 
作用 在 第 一 个 基本 表示 上 . 第 二 个 基本 表示 对 应 XA,(jp = 1],.… ,8) $ 


A, =— А] = — À,. 
这 两 个 表示 是 不 等 价 的 . 
如 果 将 化 为 标准 李 代 数 形式 的 生成 元 , 则 有 
1 0 0 1 0 0 
1 1 
Н, = ——|0 — 1 0 $ H, = O 1 0 ? 
“6 3 
0 0 0 v2 10 0 —2 
0 1 0 0 0 1 
1 1 
E, = —— 0 0 0|, E, = ——=—|0 0 0 
V3 Vs 
0 0 O 0 0 O 
0 0 0 0 0 0 
1 1 
E, = ——|]0 0 li, E = —— |] 0 О, 
3 
0 0 O 0 0 O 
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(10. 103) 


(10. 104) 


(10. 105) 


(10. 106) 


ооо 
Е, = —— 0 0 O|, g. = —— 
V3 “3 
1 0 
显然 ， 
Е_„= EZ (а = 1,2,3). 
1 0 0 
и, = |01, и; = |1|, и, = |O], 
0 0 1 
以 及 对 角 矢 量 算 子 
Н = (H,, Н,). 
H (10. 102) 55 (10. 104) 4.19 
1 
Hu, = Z | H,u, = = 
Hu 一 一 уа. Hu = ta, 
Hus = 0, Hus 一 一 E 
Вр 
1 1 
Н = —, | А 
mT 6321 
1 1 
Н = É — s А 
n2 V6 321 :1 
Ни; = о, — V2 ju 
这 样 得 到 SU (3) 的 第 一 个 基本 表示 的 三 个 权 矢 量 ( 在 二 维权 空间 
rB), 
1 1 ] 
пу а), жо -|- 
ú JE зу) me) 
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V6 3⁄2 及 


т(3) = (0, — 72/3). (10. 107) 
Њ (10. 101) Ж,Б Н =— H = (— Н,, – Но) Ж 8 
本 表示 的 对 角 矢 量 算 子 . 容易 看 出 ,第 二 个 基本 表示 的 权 正 好 是 第 
一 个 基本 表示 的 权 的 负数 , 即 | 
m' =— m; (Mmm) = (— ту, — т,). (10. 108) 
在 权 图 上 ,两 者 正好 为 相对 于 原点 的 反射 ， 
在 夸克 模型 中 ,ri 对 应 弱 同 位 旋 I,m, Xt бу F #ñ hr Y (The 
hypercharge). 其 精确 关系 是 


1, = Zv бт, Y = /2m,. (10. 109) 


当然 ,此 时 归 一 化 方法 有 所 变化 . 
对 于 SU (3) 群 的 任何 不 可 约 西 表示 的 基 矢 {J}) ,一 般 有 关系 
НФ, = тф„, (10. 110) 
о х Ш m = Оол,,т,) 刻画 该 不 可 约 表 示 , 这 是 我 们 早 就 知道 
的 . 
H (10. 106) 与 (10. 107) 式 可 知 , 第 一 基本 表示 的 最 高 权 M” 
与 第 二 基本 表示 的 最 高 权 М 分 别 为 


1 1 
M? = =! ‚ М? — o, vz . (10.111) 


根据 李 群 表示 论 可 知 , 任 意 不 可 约 表 示 的 最 高 权 M 可 以 表示 为 
M = рМ + pM”, (10.112) 
此 处 Р, 与 р, 为 任意 非 负 整数 . 因此 最 高 权 M ЛЕ] ARHED sp) 
RIR- 
图 (10. 4) 与 图 (10. 5) 分 别 表示 第 一 基本 表示 (1,0)(z = 1, 
pz = 0) 与 第 二 基本 表示 的 权 图 ,第 二 基本 表示 可 记 为 (0,1). 两 表 
示 均 为 三 维 . 表示 (pi,p;) 的 维 数 为 


N= 二 Cp +100 + ро А 2) (ps + 1), (10.113) 


相应 权 留 的 最 大 多 重度 (maximum multiplicity)y 为 
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(Р + p2) – +IP — р,| +1, _ (10.114) 
ШЕВ АЖ. 所 有 Оз) 权 图 均 具有 120° 对 称 性 . 


-~ Уб 0 м 16 т; 
图 10.4 SU(3) 的 第 一 个 基本 表示 的 权 图 


— / 1/6 0 Vv 16 mı 
10.5 SU(3) 的 第 二 个 基本 表示 的 权 图 


例 1 设 SU(3) 的 不 可 约 表 示 为 (3,0), 即 
M=3M" = | 3 УЗ), 
\2, 2 
根据 120° 对 称 性 ,由 首 权 可 以 得 到 权 ( 一 3/2，v 3 /2) 和 
(0, —/ 3). 又 由 于 SU(2) CSU(C3) ,在 权 图 水 平 线 上 , 即 是 子 群 
SU (2) 多 重 态 对 应 的 权 , 而 这 些 权 彼 此 相差 为 1, 又 得 到 7 个 权 . 总 
共有 10 个 权 . 与 (10.113) АША, N = 10, 见 图 10. 6. 


(10. 115) 
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Жаа 
_ 1 0 lm = 3-1 0 1 mi = {3 
(а) (b) 


Æ 10.6 SU(3) 的 两 个 表示 的 权 图 
IDEL (3,0) 895261 


3. Бари SU (3) ЕБАТИ ЕИ 


模型 假定 所 有 强 子 均 由 夸克 构成 ,其 中 重子 ( 均 为 费 末 子 ) 由 
3 种 夸克 构成 ,介子 ( 均 为 玻 色 子 ) 由 夸克 与 反 硅 克 构 成 . = #h 55 2 
克 的 性 质 如 表 10.3 所 示 . 注意 , 反 夸 克 的 量子 数 ( 除 同位 旋 而 外 ) 
与 相应 的 夸克 的 量子 数 相反 , 且 有 盖 尔 曼 - 西 岛 关 系 
Ү = В + 5, 

Q = Т, + Y /2. (10. 116) 
夸克 场 可 算 作 味 SU (3) 的 一 阶 协 变 张 量 场 , 而 反 夸 克 场 则 算 其 一 
阶 逆 变 张 量 场 . 

% 10.3 轻 奇 克 的 量子 数 


* B I BAAL S Y 
符 = | 
u(t) 1/3 1/2 1/3 
1/3 1/2 1/3 
1/3 0 一 2/3 


4. SU(3) 的 平面 权 图 


第 一 基础 表示 (1,0) 对 应 夸克 ud.s; 第 二 基础 表示 (0,1) 对 


лу 5 22 u d.s. 如 图 10.7(a)、(b) 所 示 . 


图 10.7 夸克 与 反 硅 克 3 重 态 的 权 图 


令 9; (1 = 1,2,3) 表示 u.d 和 5,9; (1 = 一 1,2,3) #* R MV = 


克 , 对 应 第 二 个 基础 表示 . X 4 


1 0 0 1 0 0 
h = |0 —1 0|, А, = |0 1 О}, (10.117) 
0 0 0 0 0 —2 
及 降低 算 子 
0 0 0 0 0 ооо 
е = |1 O ， 61 = |O 0 0|, е = |0 O O|, 
0 0 1 0 0 0 1 0 
HARF 
еб =e; G> J. 
对 于 SUQ), 
бш» “<т-+ 1, 
i)o == 4 — 1065 #= ¿+ 1, 
0, “> I+ 1, 
(eij) == Ó, v. (10. 118) 
ES 
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О 
1 


容易 验证 ， 
h;t; = ћ,;и;» (10. 120) 
其 中 本 征 值 | 
hij = >` ë, -一 TEER (10. 121) 
k=l 
显然 ， 
е9 = qi n (10. 122) 


亦 即 降低 或 升 高 算 符 作用 到 第 一 表示 的 基 矢 上 时 得 到 归 一 化 基 
矢 . 


由 定义 可 得 到 生成 元 乘积 的 表达 式 
hi€ jx = hije jr» eh, 一 һе , (10. 123) 
类 似 还 有 关系 式 
cije 一 Ò е, (1 = е). (10. 124) 


这 些 关 系 式 在 求 强 子 波 函 数 具 体形 式 时 甚 为 有 用 . 结合 杨 盘 容易 
解决 这 个 问题 . 

设 p: = 1,…,n — 1) 为 表征 SU (n) 群 某 不 可 约 表 示 ( 首 权 
为 М) 的 整数 集合 , 则 有 

М = Ум, (10.125) 

其 中 MG 一 1 一 1) 为 群 的 п — 1 个 基础 表示 的 首 权 . 同时 ， 
42) 亦 可 确定 一 个 杨 盘 ,这 里 pi 表示 第 i 排 所 包含 的 格子 数 减 去 
i 十 1 行 所 包含 的 格子 数 . 注意 此 时 群 的 秩 即 为 n 一 1. 

例 2 对 于 SU (6) 


Pi = о, b: = 1, рз = р, = ps = 0 
=> (210°). 
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xT SU (n) 


Е Pi = Рә 一 = р, = О (0"7'), 


= 相应 SU (n) 的 单 态 , 即 全 对 称 态 . 


注意 ,SU (л) 的 n 一 1 基本 表示 就 是 1 个 格子 .2 个 格子 ,直至 
n — 1 个 格子 梅 成 一 列 的 杨 盘 , 即 (10” 2), (010" 2), , С0" 21). 所 
УН 3k $p, 1⁄ А Вр (ф„-1,”**›Ёэ,Р\). — RRE, i 35. PS E 3t Se h) И 
盘 相同 , 则 对 应 不 可 约 表示 等 价 ; 反 之 , 则 不 等 价 ,但 两 者 维度 相 
同 . 
(1) 介子 多 重 态 及 波 函 数 . 对 于 SU (3) 群 ,介子 波 函 数 一 般 可 
表示 为 
у = DEER (10. 126) 


i, J=] 


现 利 用 杨 盘 确定 aj KEBE CG 系数 . Jt T H #@ xa 25 2 5 ye, 


 DeB-Re E 


(100) (010) (10.127) 
(3) @ (3) = (1) @ (8). 
ИЖЕ, ЕН 2 ЖН ERROS) 8 维 表示 (8 8 
5). 从 单 态 波 应 数 易 得 


1 _ 
VY ш —( + 十 ). (10. 128) 
УЗ 9191 4292 9393 
问题 在 于 如 何 确 定 8 重 态 的 波 函 数 . 


为 此 采用 所 谓 伯 尔 德 - 伯 顿 省 (Baird-Biedenharn) 约 定 . 令 g, 
5а 权 正 好 相反 ， 
hiq; = h,q—h,qj = — hiqj» (10. 129) 
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因而 ,根据 (10. 122) 式 有 


ед» = — q;Óa. (10. 130) 
SLA u = 01.02.03; 
U, = 93, 0, 一 一 qz， ©з = Ф, (10. 131) 
显然 有 
E3201 = 0з, El 一 TV， EaU: = — Оз, (10. 132) 


此 时 弱 旋 降低 算 子 ез 与 ez 的 矩阵 元 均 为 正定 的 .图 10.8 是 8 重 
态 的 权 图 . 其 中 六 角形 的 6 个 顶点 的 波 函 数 可 以 直接 写 出 

WI) = qu, YP = qis Ҹ3 = фо), 

ҸӘ = quv, PE = qu, ҸӘ = ало. (10. 133) 
可 以 验算 ,它们 都 是 弱 旋 的 本 征 态 . 


10.8 SU(3)8 重 态 权 图 
(a) 首 权 为 (11) 的 一 组 数 (b) (11) 的 完全 权 图 


利用 ez 作用 到 和 ”可 以 得 到 另 一 个 弱 旋 本 征 态 , 注 意 到 env, 
= ©з,е дү = q; 
e, W, == qivs + qv. 
归 一 化 后 即 为 


VS 一 = + qv). (10. 134) 


为 得 到 Ye", 首先 利用 ез 作用 在 V, Е, 
Ф = eF, = дз, + 4202. 
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但 此 态 非 弱 旋 本 征 态 .只 有 用 es 作用 在 了 的 本 征 态 上 且 获 致 单 权 
的 状态 才能 得 到 弱 旋 本 征 态 . 现 采 用 施 米 德 (Schmide) 法 得 到 与 
Vs EZKUR РА. < 
WV) = ((@ — ау), 
Жн c 19 — 4 а 应 选择 使 得 内 积 
(P, LH) = 0, 
我 们 得 到 


уу) 一 = 04% + 9:0, 一 qiva). (10. 135) 


容易 验证 , (°, P) — (V, VV) == 0, 
(2) ETAR. Æ SUG) 模型 中 ,重子 由 3 个 夸克 构成 ,用 
杨 盘 表示 就 是 


Зебе0- әрә 


еен (10. 136) 


3003693 = 10080801. (10.137) 
ПЖ E: SU(n), 则 后 式 变 为 


„Өля 一 二 az + DG + 2) @ ти + 1) G — 1) 


Ф п + 1)(я = 1) Ф nG — 1)@ — 2). 


(10. 138) 
显然 ,| | | 表示 6 重 态 对 称 波 函 数 ,应 为 


= @\Ч, = F, 


1 
= 77320914: + 9:01) = W,, 
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| 2| ?| = qq: = V;, (10. 139) 


= -= т + 9:91) = V,, 
= -= aas + 9392) = F;, 
= qaq = YW. 


而 2 个 格子 表示 的 反对 称 态 ,应 为 3 重 态 : 


(99: 一 9291) == q3» 


(gq3q1 一 9391) == qz, (10. 140) 


= (44 一 q342) == qi» 
Ж 


- ү s 


RE qg qg 即 多 次 提 到 的 SUG) 8 —- REK СЕ #0). 
我 们 在 (10. 138) 与 (10. 139) 式 的 基础 上 构成 重子 波 函 数 . 其 中 


— 
www 


= 全 反对 称 波 函 数 , 为 单 态 


1 3 
oO E abc == Gaee 
== 2 


b,c=1 


1 
EF 41924 — 9:993 一 939291 — 91939: 


+ 99192 + 9:991) › (10. 141) 


其 中 є„ 为 全 反对 称 三 阶 张 量 . 


至 于 全 对 称 


10 维 表示 | | | | , 则 容易 得 到 
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= 919191 一 (10), 
ш q + 99:9: + 9919) = Ж, 


一 s + q.;qiq; + 9:929) = уао, 


= 49:9: = Ҹи”, 
= q + 9199: + 93919) = Ж, 


_ 1 
[1|2 ИЕ 764919293 + 91939: + 929193 + 929391: 


+ 9919: + 939291) = уб, 


_ 1 
2 2 үз + 4:939: + 939292) = уто, 


1] 3| 3 = 775: 49199 + 9.9: + 939391) = 00), 
| 2j з[ з) == 77:09:92: + 434243 + 939392) = Ф, 


3| 3 | = азазаз = ЖӘ». (10. 142) 
实际 上 上 面 波 函数 亦 可 由 (10. 139) 41891: 


yao 一 1 
1 Pigi» 519) 一 704 + YL W,q.), 


ao — _1 — 
Ұз = = 2 Fag, + Ҹаз), 
рах — Ча», 


_ 1 
Ws 一 77 м2 Yq + №93), 


a — 1 
W; = УЗ (W,q; + W,q; + W.q,), 
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1 


уло = лө + W 2 W,q,), 
Pi” = = М2 Vg + Fegi), 


pp = A V 2 Wsgs + Yego), 


Чү? = Fog. 
关于 两 个 8 ESAK., 3 EA AR S RRI УЭ 18 8]. 
它们 分 别 对 应 2 种 标准 杨 盘 


作出 相应 的 混合 对 称 :前 者 是 对 gl .qz 对 称 化 ,对 91、9s 反对 称 化 ， 
后 者 则 相反 . 


问 Ж 


1. 来 出 两 个 重子 8 重 态 的 波 函 数 . 
[提示 :第 一 个 8 重 态 , 用 Sy 表示 对 称 化 ,Ai; 表示 反对 称 化 . 
Mi: (Азу + A,;Su )qiq;qs 
= (qiq:qs + @зЧ\Чз 一 93929; 一 939192) 
+ (qiqzqs 十 929193 一 91939: 一 929391) 
= 291924: 十 2929193 — 939291 一 93919: 
— 91939 — qaqaq (gQ, = u, q, = d, дз = s). 
但 1,2,3 可 以 任意 对 应 ud 和 s 态 , 设 全 不 相同 , 故 有 3 个 MM 
& ,但 这 三 个 态 之 和 了 即 为 全 对 称 态 , 故 3 个 MM 态 中 只 有 2 个 独立 
的 . 设 第 二 个 M AAAS 十 А,35,,)аиз. 
МАЖА ЛЈЕЖ, 4-(9,9:,93) = (uu,d) 和 (ud,u); (dd ,s) 
和 (ds,d);(ssyu) 和 (su,u), 计 有 6 个 态 . 如 
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(A, + A,s)S uud 
= 4иий 一 2udu 一 2duu Kakak — = uud — иди — duu). 
其 余 如 此 类 推 . 
至 于 第 二 个 8 EAM 构造 方式 是 
(Ais + A.S 13)919293 
== gq19243 一 qz2q193 + 939291 一 939192 
+ 919293 一 91939: 十 939291 一 929391 
= 2419:9з + 2439291 一 929193 一 939192 一 919392 一 929391. 
与 上 相同 ,3 个 脚 标 不 同 者 有 两 个 . 对 应 组 合 (uds》 和 (dsu)、 
(sud) ,注意 М, APAM 态 与 全 对 称 态 S 正 交 . 
两 个 脚 标 相同 者 构造 法 与 М, 相同 . 
但 这 样 构成 М, 55 М, 态 不 正 交 .为 此 可 以 简 令 М, 为 操作 : 
对 位 置 1 和 2 反对 称 化 ;再 对 位 置 1 5 3 对 称 化 ;最 后 对 位 置 1 与 
M,q,q,qs == 24\4з4з 一 2929193 一 929391 + 4з4:Ч\ 一 93919: 十 919392. 
反之 М, 可 以 视 为 操作 :对 位 置 1 和 2 对称 化 ;再 对 位 置 1 与 3 反对 
称 化 ;最 后 对 位 置 1 与 2 对 称 化 .| 
2. 验证 由 (10. 141). (10. 142) 式 与 问题 1 Иа) ЖЖ 
是 正 交 的 
<919'9' 3191993 >= ó; бе „бе у, ‚ (10. 143) 
# P gara 和 gg 2.9: TAER ud s. ЖФ 55 ар ЖОЖ 
数 分 别 取 为 不 同类 :全 对 称 S、(10 重 态 )、 全 反对 称 态 4( 单 态 )、 
M (第 一 8 重 态 ) 和 MM,( 第 二 8 £ 8). 
3， 验 证 完备 性 条 件 
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[99:93 > = = (IS >+ |A>+ IM, >+ |M, >). 


(10.144) 
4. 利用 杨 图 对 于 SU (3) 的 8 重 态 进 行 约 化 , 即 求 出 所 包含 的 
` 432 ° 


S 
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"> 
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АШ 
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态 
, PPE 
i£ 
反 
对 
{Ж 
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第 
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个 
格 
+ 
(2 
м 
有 | 
т | 
@ + 3 的 „л 
个 
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好 构成 x 
B 
(2 
)3 
重 
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后 
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4E 
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3 
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2 


双 
* 
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° 4 
š 
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相应 另 一 个 SUQ) 子 群 , 另 一 个 双重 态 . ] 
5. 计算 SUQ) 群 中 由 杨 图 


一 


表示 的 多 重 态 的 维 数 ,并 对 它 按 SU(n 一 1) 群 的 表示 作 分 导 约 化 . 
[ 提示: 由 公式 


N,(bi st 6 p .- 1) = = + 1)(ó, + pb + 1) 
leee Daaa! 


e (pi + p; He + pai + n — 1) ° (р +1) 

(р + ` + Р„-; + n — 2) Cp,- + 1) 

= (Pa + n- + prs + 2) * Ср, + Pn- 

+ + bi Tj n — 1)2N,- (bi ttt  p.-2)/ n — 1)1. 
容易 算出 相应 维度 . 现 设 р = 2, p, = 1, р = *- = р, = 0, 


_ m-+ 2)! 
М„ = — ——. 
分 子 约 化 


„е КЕЛГЕН 


9L elL | ] 


SU (9 — 1) 
6. 将 SU(3) 的 10 重 态 | | | | #500) 分 导 约 化 . 


[ 提示: 
-LL]> >| | el | |®| ]e=@ 
> 4 @ з @2@ 1 | 
SUMME- 5 E= Rk nA 2 B 6 K SA S R B Ñ nt, 
| 提示: 
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(n) G) (я? — 1) 1 
n Qn = (и? — 1) G 1, 
其 中 右边 第 一 图 pi р. = 1,343 0. | 
8. 设 质子 自 旋 $ = AARI = 1,=-у, Ү = 1. 设 相 
ма) 8 3⁄6 Ж 2J 


(质子 由 wd 夸克 构成 ) 


求 其 波 函 数 . 
| 提示; 波 函 数 分 两 部 分 :味道 和 自 旋 ,满足 的 对 称 性 为 SU (3) 四 


SU (2). 
味道 部 分 四 四 = иий + иий — duu — ийи 


(91 = u,q; = и,9з = d) 
=>, = 2uud — duu — ийи, 
ER qı = u,q; = 4,93 = u, 则 有 另 一 态 
J, = 2udu — duu — uud, 


нен к алят: 
= 


é = 2(+ + —) — (— + +) — (+ — +), 
é = 2(+ — +) — (— + +) — (+ + —). 
味道 部 分 用 置换 群 S, 的 符号 表示 为 (标准 杨 图 ) 
eH = (Е + (1,2) — (1,3) — (2/3)}/3, 
e = (Е + (1,3) — (1,2) — (3/2))/3 (А = 2, А, = 1). 
实际 上 在 置换 群 中 已 得 到 生成 元 (12) 5 (123) HÈ T 4E 
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1 0 
reu (12) ] = | | ) 
[ ] 0 —1 
_ 1 3 
2 2 
D23343 (123)|] = ; 
_ 3 _ 1 
2 ' 2 


两 矩阵 直 乘 后 ,得 到 2 个 4 X 4 E Ë. 每 个 矩阵 有 两 个 本 征 值 为 1 
的 本 征 秋 .但 相同 本 征 值 是 


PP 


1 
po 1-29, 2 2 1 + 29; 
ф с (20 + Ф] + 9,19 $, ]) 


== 7 (2и ү і — н ү d. u. — d, и 4 и_ 十 2и d_ и 


一 4+ u. uU -一 t _ t 十 d, 一 t _ d. u, + 2d_ U4 U}, 


此 处 (十 ) ЖЕайй=#й ж S, =+ >, C) 表示 自 旋 向 下 ,S, = 
1 
- 1.71 
5 10.5 5107.03) б) 507,02) QUA) 标准 模型 
与 SU(5) 大 统一 模型 


20 世纪 70 年 代 , 美 国 物 理学 家 温 伯 格 (S， Weinberg) 与 巴 基 
斯 坦 科 学 家 陕 拉 姆 (A. Salam) 成 功 地 将 弱 相 互 作 用 与 电磁 相互 
作用 在 SU (2) QUO) 对 称 群 框架 内 统一 起 来 ,三 代 夸 克 与 轻 子 
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第 一 代 [и 第 一 代 | 
=, 轻 子 и, 
第 二 代 第 二 代 [| 
夸克 5 轻 子 Yy 
第 三 代 H 第 三 代 | 
25 5 b £ f V, 


15) 3755 ЙЕ SU (2) 的 双重 态 , 并 且 有 4 个 传递 弱电 作用 的 规范 粒子 ; 
光子 、3 个 中 间 玻 色 子 W*、Z". 这 一 理论 的 重要 预言 均 被 实验 证 
实 . 

与 此 同时 , 描 与 强 相 互 作 用 的 量子 色 动 力学 (Q. С. DER 
得 重大 进展 .QQ. C. D K sp r 50703) 规范 对 称 群 上 的 动力 学 
理论 . 颜色 自由 度 的 引入 ,最 早 是 为 了 避免 在 夸克 模型 中 出 现 统计 
问题 . 如 在 轻 夸 克 模 型 中 ,重子 10 重 态 中 的 2Q- 超 子 就 是 由 三 个 处 
于 同一 量子 态 的 ; 奔 克 构成 . 由 于 夸克 都 是 费 米 子 , 这 直接 违反 泡 
利 不 相 容 原理 . 为 此 人 们 提示 每 一 种 ( 味 ) 夸克 实际 上 存在 3 种 颜 
色 自 由 度 . E SUG) 群 的 基本 表示 就 是 3 原色 : 红 、 黄 、 蓝 .第 二 个 
基本 表示 即 反 红 、 反 黄 、 反 蓝 . 红 与 反 红 春 加 即 为 无 色 , 等 等 . 传递 
强 相 互 作 用 即 为 矢量 玻 色 子 的 8 重 态 , 即 8 个 有 色 胶 子 . 高 能 物理 
实验 证 实 颜色 自由 度 是 真实 存在 的 . 

20 世纪 70 年 代 中 期 , 格 罗 斯 (Gross), 维 尔 泽 克 CWilczek). 温 
ЇН & Ж) ЖЯ 37 (De Rüjula) 等 逐渐 建立 与 发 展 色 动力 学 . 我 们 注 
意 , 色 SUG) 群 是 完全 对 称 的 ,没有 破 缺 ,不 同 于 以 前 谈 的 轻 夸克 
模型 一 一 W SU (3). 后 者 的 对 称 性 是 有 破 人 缺 的 ,u、d、s 的 性 质 并 非 
完全 相同 .两 者 是 完全 不 同 的 两 个 对 称 群 . 

所 确 粒 子 物理 的 标准 模型 ,就 是 描写 弱电 作用 的 SU (2) ©) 
UG) 与 描写 强 相 互 作 用 的 SUc(3) KAER: SUG @ SU (C2) @ 
U (1) ,该 模型 与 当前 的 高 能 物理 实验 吻合 很 好 . 它 不 是 单纯 或 半 
单纯 的 ,其 秩 = 2 + 1 + 1 = 4, 即 有 4 个 可 以 同时 对 角 化 的 生成 
Ж. 该 群 有 3 个 斐 合 常数 ,即使 经 过 所 谓 自 发 破 缺 以 后 ,仍然 有 3 
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MRAR СЕНА ARO .e( 电 荷 ) 和 0%( 温 伯 格 角 ). 
1. 标准 模型 的 生成 元 


SUc(3) 的 生成 元 即 盖 尔 曼 和 矩阵 ,有 8 个 ， 
А, 


y = Ti, G = 1,2,- 8); (10. 145) 


SU (2) 的 生成 元 有 3 个 ,用 泡 利 矩 阵 表示 为 ， 
21 Tyn, ыш Ты, 


2 2 
(10.146) 


O3 
了 一 Tiz 


2 
Uy(1) 的 生成 元 只 有 1 个 , 因 与 SUVc(3) 5 SU(2) 相对 易 而 有 
(5 维 表 示 ). 其 实 就 是 超 荷 


a 0 0 0 O 
0 a 0 O O 
Y= 10 0 a O 0 (10. 147) 
0 0 0 ó O 
0 о о о Б 
由 条 件 
Try = 0, (Тг) = =, | (10. 148) 
===» 3a + 2b = 0, 3a? + 28° 一 — 
得 到 


Гр 
а=— 3 120° ° = A 20 
为 了 保证 规范 对 称 性 不 致 失去 ,同时 使 夸克 和 轻 子 获得 质 
晤 ,SU(2) © Uy(1) 通过 所 谓 黑 格 斯 (Higgs) 机 制 自 发 破 缺 ,其 细 
节 限 于 篇 幅 这 里 不 予 深 究 . 结果 是 留 下 子 群 U.(1) 仍然 保持 对 称 
性 .U,(1) 即 通 常 的 电磁 规范 群 . 注意 到 与 夺 克 、 轻 子 电 荷 的 直接 
· 438 ° 


1 
_ = 0 0 0 0 
1 
0 > 0 0 O 
Y=| o 0 == 0 0|. 10.149) 
1 
0 0 0 5 O 
1 
0 0 0 0 = 
5 
0 0 0 
0 0 0 
| 0 0 0 
Ту = > = 1 (10. 150) 
0 0 0 = 0 
2 
1 
0 0 0 O ° 
则 可 定义 U0.(1) 群 的 生成 元 , 即 电荷 算 子 为 
1 
0 0 0 O 
o -l оос 
Q = Т, + Y = 
0 0 —- Ó о 
3 
0 0 
0 о 0 
(10.151) 
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2， 费 米 场 (夸克 与 轻 子 场 ) 具 体 表 示 


一 般 说 来 ,SU(m 十 n) 群 按 其 子 群 SU (т) O SU (п) 分 导 表 
示 有 如 下 规则 :SU Gn + n) 群 的 正则 表示 为 m X n улп X n AZ 
ЕЖЕ ЮА. 由 此 可 见 SU Gn) © SU Cn) 必 为 其 子 群 .同时 注意 
到 
SU(m + n) 的 群 参数 Оп п)? — 1, 
SU (п) 的 群 参数 п — 1, 
SU (т) 的 群 参数 жт — 1, 
即 是 说 有 (2 +n) — L[@° — 1) lm 1) ] — 1 = 2mn — 1 + 
参数 . 
其 中 2mmn 个 参数 描写 SU (m + n) 群 的 非 对 和 矩阵, 形 如 


[0 Х| ала 
Хх“ O 
一 个 参数 描写 如 下 对 角 和 矩阵 : 
| Е,ехр {1#/ №} О 
ехрі— iY) = | O E exp (一 a ' 
(10.153) 
其 中 生成 元 
Ү = u ыл © | (10. 154) 
О E,/N 


实际 上 (10. 149) 式 即 本 式 特 例 . ШФ ç = K - 2x, th K у, 
则 SU (a + m) tg & f # SU (п) Q SU (m) 5 T-#E# U (1) (Y 即 为 后 
者 生成 元 ). 

ië SU(n + m) 某 不 可 约 么 正 表 示 为 杨 图 [w], 分 导 约 化 后 
SU (n) 群 杨 图 为 LAj,SU (mm) 杨 图 为 [x]. 分 导 约 化 就 是 [wj] 如 何 按 
ГА) [ж] 约 化 . 约 化 具体 规则 是 

(1) [上 wj、[4j 与 [yj 的 行 数 不 大 于 mr 十 n、mn. 

(2) 设 Lwj、[j 与 [yj 的 格子 数 分 别 为 nn 与 ns, 应 有 
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n + п, = n. 
(3) 对 约 化 后 的 每 一 项 ,都 可 确定 由 (10.154) 式 给 出 的 U(1) 
群 的 量子 数 . 
全 将 SUG) SU (35 @ SU (2) 分 导 约 化 ， 
(10. 156) 式 亦 可 写作 
Q= Т, + Y 


= діар (0,0,0, — +, — 1, 


SUG) 基本 表示 50703) SUQ) SUG) SUC) 
|| =| |80] @ro@ | 
5( 维 ) (3,1)_,⁄3 (1, 1/2), 


式 中 圆 括 号 的 下 标 为 了 值 , 其 中 第 一 数字 为 SU (3) 表示 的 维度 ， 
后 一 数字 为 SU (2) ERER. SUG 维 表示 


ü 一 ~ _]®[]е—®г (10.156) 


10 (3,2), j6 (3,1). 


Dtolx — 


(1,1), 


(10. 155) 


2/3 


SU (5)24 维 表 示 
下 на ее ег: 
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s еее eres 


24 = (3,2); Ф (1,3), © (1,1)„ © (8,1), © (3, 2)5у%. 

(10.157) 

在 SU(5) KAREK, ж А ЗНАЕ. GPG yë, Б 

f 又 分 左手 态 与 右手 态 . 这 样 ,三 代 费 米子 ,每 一 代 都 有 15 种 (中 

微 子 只 有 左手 态 ). 如 第 一 代 就 是 wiui wi,dr、di、di,er、vL; uk. 

ukr UR dr dk dR er 其 余 各 代 依 此 类 推 .它们 在 标准 模型 中 ,和 夸克 

与 轻 子 没有 什么 关系 . 若 在 SU(5) 模型 中 分 别 填 人 5 维和 10 维 表 
7N 


d} 
d: 
5. = di |, (10. 158) 
.- 
— y. 
0 и? — u, — и) — йі 
一 и? 0 ні — u — d: 
10 j = = а -7 ; — 3 =e), 
uL ui ит. 0 一 е 
d} а а е 0 
(10. 159) 


从 而 在 每 一 代 的 轻 子 和 夸克 间 建 立 起 关联 ,那么 就 能 自然 地 解释 
原来 难以 理解 的 每 一 代 费 米子 的 总 电荷 何以 为 零 等 等 问题 . 最 有 
价值 的 是 , 它 将 强 、 弱 作用 与 电磁 作用 成 功 地 统一 起 来 了 . 

由 于 夸克 与 轻 子 在 SU(5) 模型 中 处 于 同一 多 重 态 ,因而 预言 
质子 会 训 变 . 遗憾 的 是 ,迄今 尚未 发 现 有 关 事 例 . 目前 还 有 许多 “ 修 
改 ” 大 统一 模型 的 方案 ,但 未 得 到 实验 支持 . 无 论 如 何 SU (5) 模型 
基 于 群 论 对 于 统一 场 论 的 有 益 探 索 ,在 许多 方面 依然 给 予 我 们 有 
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益 的 启发 . 
3. SU (5) 的 生成 元 


SU(5) 为 四 秩 群 ,有 5: 一 1 = 24 个 生成 元 . 考虑 到 它 包 括 
SU(3) @ SU(2) Q@ Uy(1) 与 U,.(1), 在 写 出 其 生成 元 时 要 包含 上 
面子 群生 成 元 的 具体 表示. 我 们 试图 写 出 其 基本 表示 , 即 5 维 表 
示 . 在 Zi 二 1,2,…,24) 中 , 令 Ti,i <= 1,+,8,5 ЖШ) m K ФР 
ВЕ, Вр SUG) WERI: S To Tao 为 扩充 的 泡 利 矩阵 , 即 SU (2) 
的 生成 元 ; 令 4 个 对 角 和 矩阵 形式 为 


1 
N 1 
ol | ^ l 
= VRF) — k | 
0 
0 
k = 1,2,3,4, 
其 实 它 们 也 是 第 三 个 泡 利 和 矩阵 cs 的 推广 . 其它 的 生成 元 是 
0 10 0 O 0 —i 0 0 O 
i ооо O i 0000 
Т,=-[|0 0 o o of, т, = 2 0 0 0 0 0l, 
0 0 о 0 O 0 0000 
0 о о 0 O 0 0000 
1 0000 0 0 1 0 O 
0 —1 0 0 O 0 0 0 0 O 
Т,=-у|0 0 0 0 ojl, Ti=+|1 0 0 0 of, 
0 0000 0 0 0 0 O 
0 0000 00000 
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1 0 O 0 0 


0 0O O0 


0 0 2 0 O 


以 上 8 个 是 SUG) 的 生成 元 . SU(2) 的 2 个 生成 元 是 


0 0 0 0 


0 0 0 0 O 
0 0 0 0 O 
0 0 0 O 1 
1 0 
对 角 生 成 元 除 T T: 外 ,还 有 


0 0 0 


OO OO m O Ф 
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= © O O Ф 
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其 余 12 ЗЕХН ЖБ РЕ СЙ Ж] РЕГ, 
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0 0 0 O O оо ооо 
0 0 0 0 1 оо 00i 

Т= |0 0 0 0 oj, Ta= 0 0 0 0 0|， 
0 0 1 0 O оо —i 0 0 
0 0 о 0 O оо ооо 


这 些 生 成 元 实际 上 对 应 传递 相互 作用 的 规范 场 .在 此 我 们 不 探究 
Аха. 容易 验证 24 个 生成 元 是 厄 米 、 无 迹 和 归 一 化 的 : 
T, = T , Tr(T',) =0 (G=—1,2,- 24), 


Тт ГГ) -一 8, (1,7 -一 1,2,.… ,8). (10. 160) 


іо] 题 
1. 由 (10. 151) 式 定 义 电 荷 算 符 , 试验 证 由 (10.158) 式 给 出 
的 费 米 子 填 充 , 得 到 正确 的 电荷 值 . 
| 提示 :代入 本 征 值 方程 
[Q, y] =— qg, (10.161) 
一 = 0 0 0 01 [4 4, 
А 1 d? d? 
— 3 0 0 0 Е Е 
А 11==9| dl. 
0 0 = = 0 0 
3 е er 
0 0 0 1 0 
0 0 о о O lor — v, 


对 于 Yi =d [Q Yh = Ө, = Өф =— уф, Ñ s, q, 一 一 Qi = 
— (— 1/3) = + 1/3, ZERA d AEA. X q [Q gyl = 
Qip = — q q, = 二 一 Ө =— C+ 1) 一 一 1, 这 正 是 电子 的 电荷 
А. | 
2. 验证 由 (10. 164) 式 给 出 的 费 米 子 填充 给 出 通常 夸克 模型 
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ЖТ) E Л ñ. 
| 提示 :仍然 由 (10.161) K, 83k 8 k F 5 Ж Q, 3k 3 Ж т 
10( 维 ) 用 一 Q. 注意 在 (10. 161) AP, 
О, y= бе — “С; 
= (Q: + QV = дф, 

亦 Ep q” == Ө + Q>. 
在 (10. 169) 式 中 ,对 角 元 gq“ 二 0(a = 1, ,5). д? = Q! + 6; 
二 一 2/3, 正 好 是 反 u ж е, жр. | 

3. at SUCS) 的 5.10(#) 表示 按 SU(3) @ 507 (2) @U (1) 
作 分 导 分 解 . | 
[提示 :5 表示 :gis(la 二 1,…,5), 可 以 分 解 为 Pula = 1,2,3) 和 
Zi (B == 4,5). 前 者 是 SU(3) 的 3 表示 ,SU(2) 的 单 态 表 示 ; 后 者 则 
是 SU(2) 的 2 表示 ,SU(3) 的 单 态 表 示 ; 分 别 可 记 为 (3,1) 和 (1， 
2). 至 于 两 者 在 Uy(1) 的 本 征 值 ,可 考虑 


[Y,#]=— yy 
== | Ү,ф], = Yip 一 一 уф,, 
—_ ye __[_ i l ___ 1 
Л EP Уа 一 Үз, Уг | 3 | 2 , Ув 2 °. 


如 从 Y= 二 Q@ 一 了 7 出发, 亦 可 得 同样 结果 , 故 
Ee [s + 1 5 _ Ч 
5 = |3, L) Ө (1,2, ;| 
对 于 10 维 表 示 , 只 需 注 意 , 此 时 在 (10.174) 式 中 了 应 代 之 以 
— Y, 


[= Y, y] =— Yig” + gY: = — уу 
=> y = Y: 十 Y}. 


сун = УҢ ya 11) 2, 


SU(3) 5 SU (2) RA: у" = — = + 


stytta]; 
5002): YS = > + y = 1; 


故 有 10= 13,1,-2) Ф |3,2, 59а, 1,1).] 


4. 验证 
б 10 6 
2 = Ar, — Ет, 
м 6 
Ү = 一 2 Т, — T Ta 


5. 对 于 SU(6) 的 不 可 约 表 示 


m Е O 


56 
对 其 子 群 作 分 手 约 化 . 


[提示 ;此 时 杨 图 约 化 规则 是 


SU mm) — SU (n) @ SU (m) 
[o] [41 © Le] 
= 144 B] 2) 2 М%, J P N 2938 А 5 ТИФ КБ: ГАЈ 
од и] = [e] --.; 0 [о] 43 8383 пт, ГА Жп, [е] 不 


| J=0e0 


6=> (3,2) 
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了 -BocnecpeE 


15== (3, 3) ® (6,1) 
-一 HeHecDoecD 
21 == (3,1) @ (6, Э) 


~H =A ON ии 


56==> (10,4) CO (1,6) + (8,2) 
J HeH eper 
EEP pe 
70==> (10,2) @ (8,4) 中 (8,2) Ф (1,2) 


КЫ 


20=== (1, 4) Ф (8,2) 
一 用 "HE 
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K PRE, 3 2 H 3 65436 ЮЖ ж] Жу ЕТЕ. ЖД S.A Жж M $ 3⁄1 
表示 对 称 、 反 对 称 和 混和 对 称 , 应 有 关系 : 


SU (пт) SU (п) % SU (т) 
Зя Ë] У 因子 图 形 

5 SS X, ДА 

A SA 

M SM % М5 

S.A М MM. | 


$10.6 ЖЕТ ЖЖ ХӘ 


群 论 的 发 展 ,使 其 应 用 已 遍及 科学 技术 各 个 领域 . 例如 ,最 近 
有 人 将 所 谓 刚 体位 移 李 群 运用 于 机 械 设计 ,就 得 到 十 分 有 趣 的 结 
R. 但 是 对 于 任何 有 关 细 节 的 深究 ,必然 牵涉 许多 背景 知识 .本 节 
主要 介绍 1997 年 斯 坦 福 大 学 阿 贝勒 克 (M. Oberlack) 提 出 的 基于 
李 群 论 的 一 套 方法 ,如 何在 大 雷诺 数 沿 流 中 发 现 新 的 标 度 律 . 与 经 
典 标 度 律 相 比较 ,这 些 标 度 律 或 称 自 相似 解 或 稳 态 解 ,是 从 中 心 线 
而 非 分 界面 定 标的 .从 以 下 概略 的 叙述 中 ,读者 从 中 还 可 看 到 李 当 
年 建立 李 群 的 本 意 . 李 群 最 早 是 为 寻找 微分 方程 的 自 映射 变换 点 
发 展 起 来 的 , 李 发 现 李 群 论 可 以 将 几乎 所 有 常 微分 方程 与 偏 微 分 
方程 求 精确 积分 (解析 解 ) 的 所 有 方法 统一 起 来 ,并 且 还 可 应 用 到 
不 能 用 普通 方法 处 理 的 非 线 性 微分 方程 . 群 分 析 是 唯一 的 寻找 微 
分 方程 的 对 称 性 的 严格 数学 方法 . 一旦 知悉 方程 的 对 称 性 ,就 会 有 
许多 有 价值 的 结果 :对 方程 降 阶 ,因而 易 获 取 完 整 积分 ;将 非 线 性 


方程 线性 化 ;将 线性 微分 方程 变 为 常 系数 微分 方程 . 而 最 广泛 的 应 
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用 , 是 求 得 偏 微分 方程 的 自 相 似 解 , 即 标 度 律 ， 
1. 管道 党 流 的 标 度 律 


早 在 1914 F., мн УЖЕ СТ, E. Stanton 与 J R. 
Pannel ) £ B É T WL WO SZ FER, 当 雷 诺 (Reynolds ) 数 达到 
3. 5X10 R$ , F. J W IE KI ZZ RR JE =Ñ AI Ll НТН h B -ER E tE CT he 
defect-law scalling ) & ?É 


л). (10. 162) 
Жи, ии. Куу АКУ. PORER, PE 38 YE FF = 8 
半 径 和 到 管 壁 的 距离 . 根据 经 验 推理 ,1958 年 达 西 (P. Darcy) ё 


经 提出 ,上 式 实际 上 应 为 


тт —. z; 3⁄2 
< = s. 08|1 一 A р (10. 163) 
и, R 


目前 的 研究 表明 , 达 西 定理 是 正确 的 . 以 后 大 们 又 提出 许多 标 度 
律 ,这 里 我 们 就 不 一 一 细 说 了 . 

1994 = Z # (С. Unal) , 917 8 < (N. G. ІЬгарітпоу) 3 
首先 尝试 用 李 群 分 析 满 流 问题 ,将 群 论 方法 用 于 分 析 勒 维 -斯 托 克 
斯 (Navier-Stokes) 方 程 的 对 称 性 ,得 到 方程 的 所 有 精确 解 ,以 及 
经 典 力 学 中 所 有 公理 化 变换 的 性 质 . 例如 ,有 限 旋转 的 标 度 不 变性 
和 结构 的 不 变性 、 时 空 变换 的 结构 (frame) 不 变性 、 贷 利 略 不 变性 
及 其 推广 ,以 及 二 维 物质 结构 的 均匀 性 ,等 等 . 现代 群 论 方法 用 于 
ХАЯ Л 3 , 88 F 1992 #E, H # ZF (J. M. Hill) 首先 提出 . 

标 度 律 实际 上 是 勒 维 -斯 托 克 斯 方程 对 称 性 的 反映 .目前 广泛 
应 用 的 天 -e 模型 实际 上 违背 了 该 方程 的 对 称 性 . 研究 表明 ,这 个 
模型 不 能 应 用 在 大 曲率 层 流 问题 中 . 同时 模型 预言 在 旋转 管道 中 
会 出 现 固体 (Solid-body ) 旋 转 , 但 并 未 得 到 实验 支持 . 

讨论 在 柱 面 坐 标 系 中 以 恒定 角 速 绕 子 轴 旋 转 的 不 可 压缩 的 勤 
维 - 斯 托 克 斯 方程 . 
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设 H U,.U,.U, 表示 流体 即时 速度 矢量 的 轴 向 、 径 向 和 模 问 
(the azimuthal directions) 分 量 ,2 表示 压力 和 运动 学 粘 注 率 , (2, 
= w = const ,表示 系统 的 角 速 率 , 则 方程 为 


(10. 164a ) 


和 ә 
+ ж Š = | + 20U,, (10. 164Ь) 


3U, U,əU, 


0,0, 
+U,— +U, = + + 一 一 


r æ r 
1 


d д 
T| ео 


r 


U, 2 39L， 
+ + 2 “| — 20U,, (10. 164c) 


2 U, 
3z 
现 引 人 平均 量 . 由 于 轴 对 称 , 所 有 平均 量 只 依赖 于 >. 平 均 速 
BE 只 有 和 轴 问 分 量 与 极 角 方向 分 量 . 现 对 压力 与 速度 作 标 准 雷 诺 分 
Ж. 


1 9 1 90, _ 
+ р 5:60.) + ри == 0, (10. 165) 


Р= рр, О, = и, + u, 
| U, =u +u, U, = и, +u, (10.166) 
其 中 上 面 横 线 表示 系 综 平均 ,小 写字 母 均 表示 涨 落 量 . 
平均 压力 分 为 常 压力 梯度 的 轴 向 部 分 以 及 沸 流 正规 压力 产生 
BJ Же ЁЁ. 故 压力 以 后 用 一 Kx + pr) 代替. BRA, Vp =k. 
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当然 在 旋 管 流 问题 中 ,正规 压力 包含 离心 力 . | 
目前 仅 限 于 考虑 稳 态 平行 平均 层 流 , 因 此 有 方程 (下 面 分 析 会 
用 到 ) . = 


P P п =o. (10.167) 


在 现在 的 研究 中 ,只 涉及 到 平均 速度 的 分 析 , 因 此 无 需 再 分 别 
娃 出 平均 量 与 王 落 量 的 方程 .将 雷诺 分 解 代 人 《10. 164), (10. 165) 


WI 后 特殊 的 勒 -斯 方程 和 连续 性 方程 : 


ди, Ə(u, + uz) 
) tea 


м, рк > 
r + | 


и. 


дси, 十 u) 1 
Ë ЕЕ x = 0, (10.168a) 


+ 
ü, + u _ (z, 十 и)? 


r р r 


др | др Е РИЧ 
T + и T > г Ф 


| — 22(й, + ий = 0, (10. 168b) 
ди, Ius + u4) 
Г а ` “ F 
t, + u, ди; (а, + upu, 1 др 
+—— д Б + 


F us d 1 Ə( r (g, + u,)) 
| = 下方 | 了 + 
1 Фи, 2 F и 


| + 2(2u = 0. (10.168c) 


为 便于 分 析 ,以 上 方程 简 记 为 N, = 0G = 1,2,3). 连续 性 方程 则 
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变 成 涨 落 量 满足 的 方程 ,形式 上 与 (10. 163) 式 完 全 相同 
жи 4 Z Cru.) ++ 2 = o. (10.169) 

方程 组 (10. 166) 与 (10.167) 构 成 一 组 非 封 闭 的 方程 ,原因 是 
变量 多 于 方程 个 数 .通常 这 要 求 引入 更 高 阶 的 统计 算 方程, 以 寻求 
湾流 的 标 度 律 .但 目前 的 讨论 无 需 这 样 做 .为 了 获取 平均 流 的 标 度 
律 ,只 项 考虑 平均 速度 方程 与 二 阶 速度 乘积 方程 (VPE). 在 下 面 
讨论 中 ,VPE 将 只 涉及 普通 二 阶 矩 方程 ,此 时 平均 过 程 略 而 不 计 . 
H VPE 方法 导出 的 自 相似 速度 ,通过 对 物理 空间 的 两 点 关联 方程 
亦 可 以 得 到 ( 见 问 题 ). 

由 于 柱 面 坐 标 系 的 正 交 性 ,VPE 可 以 写成 二 元 乘积 的 形式 

Ми; + Nu; = О, (10. 170) 
其 中 и, = и,,и = u,,u, = uy, 

此 处 所 用 研究 方法 有 两 个 优点 :GD 在 通常 二 阶 矩 方程 ,需要 
考虑 大 量 非 封闭 项 (条 件 ). 原则 上 需要 计 及 所 有 无 穷 个 高 阶 相关 
性 ,才能 证 明 下 面 将 要 得 到 的 标 度 律 与 全 部 高 阶 相关 性 方程 相 容 . 
© 可 以 证 明 , 为 了 显示 平均 速度 标 度 律 与 所 有 高 阶 矩 方程 的 协调 
性 ,无 需 考虑 比 二 阶 抢 方程 (10. 168) 更 高 阶 的 方程 . 


2、 管 中 湛 流 的 对 称 性 分 析 
目前 ,在 我 们 讨论 中 包括 的 变量 是 


у= (z, r, $, t, у, иуи, ио руй, u,, Рр}, 

注意 在 此 式 中 , 粘 滞 率 "实际 上 是 一 个 辅助 变量 . 李 群 分 析 的 经 典 
思想 就 是 等 价 变 换 . 对 称 性 分 析 的 目的 ,在 于 通过 变换 寻求 新 变 
E; 

уб= (z, r", у Уш, ш, uj, во ш шр, В) 

= f(y; є) (10.171) 

使 得 方程 (10. 168). (10. 169) #0 (10. 170) 对 于 新 变量 形变 保持 不 
变 
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< = 


ZB = %$*, (10. 172a) 
N, = №, (10. 172b) 
(Niu; + Nju) = (Nu; + Nju)”. 
对 称 性 分 析 的 目的 ,在 于 寻求 满足 对 称 性 条 件 (10.172) 的 变换 / 
的 最 一 般 形 式 . 车 f 代 人 (10.172) 各 式 的 右边 ,就 会 得 到 高 阶 超 定 
的 关于 映射 本 数 / 了 的 非 线性 微分 方程 .求解 此 方程 极为 困难 ,同时 
并 非 必 要 . 变换 了 一 般 可 以 分 为 两 部 分 :有 限 变 换 群 与 连续 变化 
群 . X] F 3 - 斯 方程 ,允许 的 有 限 群 为 反射 对 称 变换 :xz ”一 一 zz 
一 一 工 .然而 ,为 了 寻求 自 相 似 或 不 变 解 ,只 需 考虑 连续 变换 群 . Ж 
换 往 往 依 赖 1 个 或 几 个 参数 , 即 是 (10. 170) RPH e. 
对 变换 (10. 170) жЕ 展开 


y" = y + 2 "ú 
如 条 只 保留 线性 项 ,就 是 
y* = y + eĝ,, r* =r + ef, é" = ф + єё,, 
t* = t + eĝ,, у" = v + Её, 


и, = H + Є1), › и, = И, + ENa» и; = Us + €T), э p” = P + Е7) р» 


+ О (e°), (10. 172) 


и; = ú, + 87, ир = ú, + Efa р" = р + єр, 
(10. 173) 
在 此 式 中 , 代 换 f НЕЛЕ š E = ё(у), = (у), £ 


等 ,其 中 所 一 „дж € 5 9, вита /就 可 以 由 李 方程 


(10. 173) 唯一 确定 , 它 实际 上 是 线性 方程 ,一 般 容 易 求解 . 

要 确定 与 7, 先 将 无 穷 小 变换 (10.173) fë A (ПО. 171) Ж. Й 
如 连续 性 方程 22 = BA ЖЛЕ @ = 0 ЕХ + Oe). Ж W = 
高 阶 项 , 则 得 领头 项 (Leading-order) 71 X = 0, E p X BJ E Š 
NX t T: 
9 
ди, 
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— 9 2 2 9 2 2 
Х =š x T$ Е +& э Tm az T Y, 


д 9 д д 
+7, 55 L h. а T h az T 9 5. (10. 174) 


推广 之 ,在 条 件 (10.172) 下 ,由 (10. 173) 5 (10. 174) 式 可 得 
ХӘ = 0, XN, =0 (i=1,2,3). (10.175) 
最 后 得 到 一 组 关于 《与 7 的 线性 超 定 微分 方程 组 ,方程 数目 
超过 100 以 上 . 该 方程 组 的 解 确定 无 穷 小 算 子 “ 积 刀 算 子 天 ( 见 
(10. 174) X) 与 其 扩展 (10.175) 式 ,加 上 计算 出 的 生成 元 ,应 用 到 
(10. 169) 式 , 就 有 
X(Nu; + Nu) =0 G,j= 1,2,3), (10.176) 
于 是 ,得 到 一 组 约 化 的 一 组 生成 元 . 
事实 上 ,由 (10.175) 式 得 到 的 生成 元 是 
©, = а z + /f,Gt,v), E, = ау (и), 
E, =— а, (010 + аз (0), E = а, (и) + а, (и), 
£, = [2a, (v) — а, (у) у, 


| d 
7, == [a,G) — а,б») ]Gz, + и.) + = 


mu gir v tu, tu P), 
7, = [a, G) 一 a,(u) Ju, , 
ч, 一 [ а,б») 一 а,б») |(и, + и;) 一 ECT, YU, Ugs P) 


— a,(u)r(2, 
UER = 2| a (v) — a,(v) [Ф + $) 
dq? 
— [E + [a G) — га, OK] | 


— g. VU u, P) — ar (2 + f,(t,u), 
Na, = Ei u u, u, р), Т, = B2(r ,YU Us, Б), 
75» = B3 v u, d P), (10.177) 
其 中 所 有 群 参数 均 依 赖 于 v. 考虑 速度 乘积 方程 (10. 170) ,将 上 面 
生成 元 组 约 化 为 
e = a z + Ott 6,00), ё, = а, (и), 
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£, ==— aN + azv), 

£ = а„(ь)# + а, (и), Ёё, = [2a, (0) — a,(u) |ь, 

Nu = [a 0) — а,б») Ju, Mu, = (а) — arly) Ји,, 

‚= La, (u) — a, (v) Jigs 

Ju, = 2[ а,б») — a) ]р — h (r ,v) 

— zla, G) 一 2а,0) JK — a,()r2 (Q + fto), 

7 = Га, G) — a,(u) lu, + Ф, (0), 

а, = Га, (u) — а, (v) Ju, — а,()н0, 

7, = 21а; (0) 一 а, (х) Jp, +h rsv). (10. 178) 

在 原则 上 ,无 穷 小 算 子 (10. 178) 可 以 用 于 计算 整体 变换 

(10. 171)， 从 而 得 到 有 目 相 似 解 .由 于 可 以 由 无 穷 小 量 直 接 得 到 自 相 
似 变 量 , 就 不 必 绕 弯 子 采取 上 述 步骤 . 所 谓 微分 方程 自 相似 解 的 最 
重要 性 质 就 是 ,可 以 用 更 少 的 独立 变量 来 表示 . 自 相 似 解 的 另 一 个 
等 价 表述 就 是 它们 不 受 对 称 变换 的 影响 ,或 者 说 ,在 对 称 变换 下 ， 
解 的 形式 具有 不 变性 . 


3. 自 相似 解 


设 将 要 得 到 的 自 相 似 解 的 形式 为 
z = Ө(х), (10. 179) 
其 中 z 是 相应 所 有 相关 变量 的 矢量 ,z 则 表示 所 有 独立 变量 (包含 
V) АЮКЕ. 改写 上 式 为 隐 性 表示 
F (z ,z=) = z — Ө(х) = 0. (10. 180) 
自 相 似 性 可 以 用 两 个 充分 而 必要 的 条 件 表示 之 :WWF 一 0 是 
方程 (10. 165) ~ (10. 168) 的 一 个 解 ;@ 在 上 述 方程 允许 下 ,FF 二 0 
相对 于 对 称 变 换 具 有 不 变性 . 在 李 群 论 中 ,条 件 @ 可 以 写作 
ХЕ = Х| — O(r) |l- = 0. (10.181) 
完成 计算 X 的 微分 运算 ,(10. 181) 式 可 改写 为 
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6, = 602,902) © = 7(х, @(>)). (10. 182) 


利用 特征 线 法 ,方程 (10. 182) 可 以 解 出 . 特征 线 法 给 出 常 微分 方程 
组 


Mp (10. 183) 
一 P 


(10. 183) 式 称 为 不 变 曲 面条 件 . 在 特征 线 法 中 ,积分 常量 被 视 为 新 
的 变量 . 从 此 式 明 显 看 出 ,积分 常量 的 数目 比 原 始 变 量 要 少 一 个 ， 
因此 导致 自 相 似 性 的 降低 . | 

一 般 来 说 , Н FHA #E TT BE КОЖ T ЖИЕ v sk ЕЎ. 但 目前 理 
УЕ À ВЕ S th ЖЫ ЖОНУ) ЖИ ИЙ 12 АКА, 2 Bt Z 38 X Rh B ЕВ К 
赖 性 是 任意 的 . 此 外 ,许多 实验 表明 ,雷诺 数 趋 于 无 穷 时 ,平均 量 与 
雷诺 数 无 关 . 在 分 析 高 雷诺 数 的 自 相 似 性 时 ,大 雷诺 数 极限 也 许可 
以 下 述 群 参 数 的 弱 限 制 所 替代 ， 

limK (v) 二 有限， (10. 184) 

其 中 天 代表 所 有 和 群 参数 . 这 一 条 件 不 能 限制 自 相 似 解 的 数目 与 泛 
PK JE A , 却 可 导致 在 自 相 似 解 中 出 现 的 常量 与 粘 滞 性 无 关 . 从 此 式 
可 得 ,zz ЯП и, 的 不 变 表 面条 件 将 变 为 


dr on h 
Ar La; — а, 18, + b,’ 
dr КИ ди, 
ar [a — а] — аи 0. 1892 


这 里 已 经 用 到 约 化 无 穷 小 算 子 (10. 177) , 群 参 数 a, .as 相应 于 经 典 
理论 中 时 间 与 空间 可 以 任意 延展 ,是 描述 两 个 标 度 或 扩展 群 ;6 MH 
相应 经 典 伽 利 略 变换 群 .从 条 件 (10. 174) 得 到 的 标 度 律 易于 积 
分 . 以 下 3 种 情况 分 别 对 应 3 种 破 缺 的 对 称 性 . 
(1) 平均 轴 回 和 方位 角速度 的 代数 分 布 (al Z а, Æ 0, b, = 
0). 这 是 最 普遍 的 形式 ,在 流体 中 的 标记 性 没有 对 称 性 破 缺 .方程 
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(10.174) 可 以 积分 ,得 到 平均 径 同 与 方位 角速度 为 


ш. 一 сулара, (10. 186) 


а — а; 
Us = сур!“ — Or, (10. 187) 
其 中 5с, АЛ. 最近 实验 资料 证 实 了 上 述 分 布 . 

(2) 对 数 型 平均 轴 向 速度 分 布 (ai = а, Æ 0,5, Z 0). # 48 УК 
速度 标 度 作 用 在 流体 上 时 ,会 出 现 参 数 的 这 种 组 合 . 在 这 种 情况 
下 ,在 (10.167) 中 的 涨 落 速 度 的 无 穷 小 生成 元 为 零 , 因 此 unu 与 
и, ЖЕ. 对 于 平面 平行 层 流 ,这 导致 对 数 型 的 平均 速度 分 布 
1л) + сз. (10. 188) 
此 时 对 数 型 发 散 出 现在 管 轴 ,而 不 是 在 经 典 理 论 中 ,在 管 壁 出 现 奇 
Se TE. 这 就 是 所 谓 环 对 数 定理 (Circularlog-law). 这 种 分 布 似乎 出 
现在 快速 旋转 的 管 流 中 半径 的 某 些 截面 处 ,此 时 管 壁 速 度 就 是 对 
称 性 破 缺 的 速度 标 度 . 相应 的 方位 角速度 为 

u, = — ìr 十 cl (10. 189) 
此 式 当 r 王 0, 即 中 轴线 处 失效 ,否则 cs = 0. 一般 而 论 ,c; 与 c 都 是 
不 为 零 常数 . 

(3) 双 曲 线 型 的 平均 速度 分 布 (al == 2а, Æ 0,b, = 0). 在 这 种 
情况 下 ,(10.178) 式 中 vv 的 生成 元 为 零 , 因 此 粘 河 率 是 常量 . 容易 
得 到 


U: == 


b 

и. = 2 +, (10. 190) 
a, r 

z, = “ Or, (10. 191) 
> 


后 式 相 当 于 有 势 涡流 (the potential vortex). 由 于 层 流 中 粘 滞 率 总 
为 常量 ,这 可 能 是 仅 有 的 具有 不 变 解 的 情况 . 
对 于 管 流 而 言 , 将 管 置 于 转动 坐标 系 , 但 具有 不 动 的 管 壁 ,与 
管 壁 在 惯性 系 中 转动 ,两 种 情况 完全 等 价 . 由 于 坐标 系 旋 转 , 只 有 
在 方位 角速度 的 标 度 律 中 出 现实 心 (solid-body) 转 动 项 . 然而 ,这 
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不 会 改变 在 惯性 系 中 标 度 律 的 形式 ,这 如 前 所 述 .因此 ,不 失 一 般 
性 ,我们 可 以 将 讨论 局 限 到 4 = 0 的 惯性 系 . 

关于 实验 和 数值 中 管 流标 度 律 的 研究 进展 ,以 及 与 上 述 理论 
的 对 比 ,自然 也 是 钳 有 兴趣 的 问题 ,但 与 李 群 论 关 系 不 大 , 效 不 装 
Ж. 


4. 近 管 壁 处 的 标 度 律 

前 面 群 论 分 析 , 并 不 适用 近 管 壁 处 通常 对 数 区 域 . 实验 表明 ， 
对 数 区 域 应 在 0.9 和 元 所 1.0CR 为 管 半径 ) 处 是 有 效 的 . 这 个 区 
域 是 管 曲率 对 流体 影响 最 弱 的 地 方 ,因此 ,对 于 大 管道 半径 而 言 ， 


通常 的 展开 应 是 可 以 应 用 的 .实际 可 以 证 明 , 在 近 管 壁 区 域 的 方程 
展开 式 中 领头 项 等 价 于 平板 层 流 方程 . 


为 此 引入 新 坐标 系 ( 见 图 
10.9): ° i 
z== 2, у = R — r, 


5 = еф, 0, =U., (10.192) " ? 

U, =— U,,U, = U,, 图 10.9 适用 于 近 管 壁 标 度 律 
其 中 坐标 了 沿 圆 弧 变化 ,> 则 是 所 Ht RE ЭЕ E bn Ж ЛУ ЖЫ 
ҮН BE ЖЕ 2 PR , АНА. A Y 18 21| ТЕ ЖТ ЛЕ Tp Ж rh T р BE Б р й 
头 项 , 先 对 新 坐标 无 量 网 化 ， 


1 
_ [,& ? p= 
u. = [ н | ‚ += vfu, (10. 193) 


其 中 и, 为 阻 滞 速 度 , 广 为 粘 滞 长 度 . 将 (10.192) 和 (10, 193) 式 代 
人 (10. 168) 和 (10. 169) ,得 到 


Us „, аЈ, 37, U, 5 Ф7, 

а = О О T y 
ӘР HU, 20. 90, 

— ë dz? ду? Əs2 
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252 3f z U: 25 | =ч 
—|$ — | + =] $S — I, 
-E | i у — Rer d 95 
(10. 194а) 
7, #7, ÙU, U ， 
> +U, +U, Fy +U, = 
1 s 47; ] 
+ 5 ds U: 
_ ӘР É ӘР FU, FU, FU, 


= ду ` y — Rer % &?” э? а 


1 1/29 | 1 72) — m] 
HoR? as ду 2 ds 
1 ‚ #0, ÜU, | 
+ Re А t 25 С], 10-194) 
WU, U, W, 97, 
= + U. z +U, Jy + О, = 


1 47. 
у 一 E í. ор, | 


fU, #0, | 80, 


+ 


ӘР 
=- zj T Jz? -+ Jy? + Js’ 
1 мг 9 л А 
кушкы" к" у #1 
1 PU, „47, _ | 
u ун: ы Т?” С], (10-194) 
和 
U, U, аә, 1 3 


жоК эу t а Туск 96005) 一 0，(10.195) 


其 中 无 量 纲 化 的 所 有 脚 标 都 已 略 去 , 雷 读数 定义 为 


R 
Re = 2, (10. 196) 


у 
它 亦 可 视 为 规 一 化 的 管 半径 . 当 Кер 一 у ё FK КЕ, JE 
(10. 194) 与 (10. 195) 的 领头 项 就 是 伽利略 坐标 系 中 的 勤 - 斯 方 
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程 . 

由 于 采用 领头 项 方程 ,将 前 面 得 到 的 结果 就 可 应 用 到 近 壁 处 
的 标 度 律 问题 . 根据 不 变 表面 条 件 , 可 以 得 到 相应 平均 流 分 布 

УТ cs ра 10.197) 

取决 于 群 参数 cj csc 和 办 的 不 同 选择 (10.197) RA 5 种 
不 同 的 解 , 即 代数 型 .指数 型 .对 数 型 ,以 及 从 对 称 性 观点 看 来 的 2 
种 不 同 的 线性 速度 分 布 . 详情 在 此 从 略 . 

有 关 详 情 , 读 者 可 参阅 М. Oberlack, Similarity іп non- 
rotating and rotating turbulent pipe flows, J. Fluid. Mech. 
(1999), Vol319, pp1—22; G. L. Barenblatt & A. J. Chorin, 


Scaling laws and zero viscosity limits for wall-bounded shear 


flows and local structure in develop turbulence, 1996, Centor for 


pure and Applied Mathematie, UC Berkeley, PAM—678. 
[8] 题 


1， 对 压力 与 速度 作 雷 诺 分 解 (10. 166) , 试 由 方程 (10. 164) 和 
(10.165) 导出 (10.168) 和 (10. 169) X. 

2. 在 条 件 (10. 172) 下 , 试 由 生成 元 表达 式 (10.173), 得 约 化 
生成 元 方程 (10. 174). | 

3. Ж Ж £ kR # F (10. 185), £ £ # а, = а, Z 0,6, Z 0 
下 ， 了 可 出 平均 轴 向 速度 和 方位 角速度 的 代数 型 分 布 (10.186) 和 
(10. 187). 

4. 试 由 不 变 表 面条 件 (10.185), 在 条 件 al = а, Z 0,b, Z 0 
TF, 由 (10.185) 导出 平均 轴 向 迷 度 和 方位 角 迷 度 的 对 数 型 分 布 
(10. 188) 和 (10. 189) җ.. 

5. 根据 条 件 а, = 2а, Z 0,6, Æ 0, iñ (10. 185) 式 导 出 平均 轴 
向 速度 和 方位 角速度 的 双 曲 型 分 布 (10. 190) 和 (10. 191) &. 
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6. 引入 新 坐标 系 (10.192), 并 采用 无 量 纲 化 条 件 (10. 193), 
试 由 (10.162) 和 (10.163) 导出 新 坐标 系 的 勒 - 斯 方程 (10. 194) 
和 连续 性 方程 (10. 195). 

7. 证 明 方 程 (10.194) 5 (10.195) 的 领头 项 方程 就 是 佑 利 略 
坐标 系 的 勒 - 斯 方程 和 连续 性 方程 

8. 根据 不 变 表 面条 件 (10.185) ,可 以 由 (10. 197) 式 导 出 几 种 
平均 速度 分 布 ? 其 具体 形式 如 何 ? 
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